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Mathpmatics 



AVERTISSEMENT DE L'AUTEUR. 



Il jr a peu d*années encore, la Théorie des formes (Théorie des 
invariants projectifs) était considérée comme un domaine spécial 
qui, de beaucoup de mathématiciens, n^élait guère connu que de 
nom. On appréciait bien un certain nombre d'applications de cette 
branche à l'Algèbre et à la Géométrie, sans apporter toutefois un 
profond intérêt à la forme algébrique qui se rattache à son déve- 
loppement systématique. 

Grâce aux travaux de Lie (') et de Hilbert (*), la Théorie des 
formes a, ces derniers temps, subi de sérieuses modifications; d'un 
côté elle se présente comme Théorie des invariants (et invariants 
différentiels) des groupes continus et projectifs de transformations, 
de l'autre comme partie intégrante de l'Algèbre arithmétique. 

Dans l'édition française que l'on doit à M. H. Fehr, bien qu'elle 
ne reproduise l'original que sous forme réduite, nous avons fait 
de nombreuses additions concernant les Mémoires les plus impor- 
tants parus depuis 1892. Le traducteur a bien voulu faire suivre 
cet Ouvrage d'une Liste des auteurs cités qui facilitera grande- 
ment les recherches. Puisse donc ce petit Volume contribuer à 
augmenter en France le nombre des géomètres qui s'occupent de 
la Théorie des invariants. 

Clausihal (Hanovre), W.-Fr. MEYER. 

août 1896. 



(<) Consulter les travaux systématiques de Lie-Engrl et LiB-SciiEFFEns sur les 
groupes continus de transformations (Leipzig, Teubner, à partir de 1888). 

( * ) Voir le Rapport de Hilbkrt paru récemment dans les Mathematical Papers 
of the Congress 0/ Chicago j 189.3 (New-York, Macmillan, 1896). 



PRÉFACE. 



^importance de Tétude des substitutions linéaires dans les 
formes algébriques se fonde tout d'abord sur une double consi- 
dération d'ordre géométrique. 

En premier lieu, lorsque, pour la recherche des propriétés in- 
trinsèques d'un être géométrique, courbe ou surface, on le rap- 
porte à un sj'stème d'axes de coordonnées rectangulaires quel- 
conque, il est clair que les fonctions des coeffîcients de l'équation 
qui interviennent dans l'expression de ces propriétés doivent 
rester inaltérées lorsqu'on passe de ce système d'axes de coordon- 
nées à un autre, changement qui se traduit par des substitutions 
linéaires effectuées sur les coordonnées. 

D'autre part, on sait que tout un ensemble de propriétés géomé- 
triques, indépendantes de l'idée de mesure et comprises sous le 
nom générique à^ propriétés projectiles , se conservent lorsqu'on 
passe d'une courbe ou d'une surface à une autre qui en soit une 
transformée homographique. Une telle transformation se traduit 
analjtiquement par des substitutions linéaires effectuées sur les 
coordonnées. Les propriétés projectives doivent donc s'exprimer 
au moyen de relations entre fonctions des coefficients restant 
inaltérées pour de telles substitutions. 

De telles fonctions sont dites des invariants. 

Algébriquement, le problème se pose donc de reconnaître quels 
sont les invariants d'une forme donnée dont les variables sont 
soumises à des substitutions linéaires. Rien d'ailleurs, lorsqu'on 
envisage la question à ce point de vue, n'oblige à ne considérer 
que des formes à trois ou à quatre variables indépendantes (équa- 
tions des courbes et surfaces algébriques, rendues homogènes). 



VIII PRÉFACE. 

On pourra loul aussi bien s^appliquer à la résoudre en supposant 
les variables en nombre quelconque. 

Sauf quelques remarques isolées, donl la plus ancienne semble 
remonter à Lagrange (177*^)? aucun résultat de quelque impor- 
tance n'avait été obtenu dans cette voie avant Boole qui, en i84iy 
fit connaître toute une série d'expressions de ce genre. Mais c'est 
incontestablement à Cayley que revient le mérite d'avoir, le 
premier, abordé le calcul systématique des invariants, auquel, 
de 1846 à 18741 il consacra une suite d'importants Mémoires 
dont l'ensemble constitue un véritable monument. 

« Ce que nous savons maintenant sur la structure des formes 
algébriques diffère, selon le mot de Salmon, de notre savoir avant 
Cayley autant que la connaissance du corps humain, acquise par 
l'anatomie, diffère de ce que nous apprend la simple connaissance 
des formes extérieures (*). » 

Une des principales contributions de Cayley à cette théorie 
consiste d'ailleurs dans la découverte, réalisée sur divers cas par* 
ticuliers, de ce fait que toutes les fonctions invariantes attachées 
à une forme donnée peuvent se déduire d'un nombre limité 
d'entre elles qui résument dès lors, en quelque sorte, à elles 
seules, toute l'essence de la forme considérée. 

La démonstration de ce théorème^ pris dans sa pleine généralité 
pour les formes binaires, est due à i\I. Gordan. 

Avec Cayley, on doit compter, comme fondateurs de cette nou- 
velle Algèbre, MM. Sylvester et Hermite, dont les travaux sur la 
matière ont un caractère absolument fondamental. 

Après avoir poussé ses premières racines en Angleterre et en 
France, la théorie des invariants, sous l'impulsion surtout d'Aron- 
hold et de Clebsch, rayonna principalement en Allemagne, où sou 
essor devint tel qu'un Recueil, les Mathematische Annalen, fut 
créé pour favoriser spécialement la publication des travaux 
auxquels elle donnait lieu en langue germanique. 



( ' ) Kluyvku, La Théorie des invariants, dans la Hevue générale des Sciences, 
t. IV, p. 248. 



PRÉFACE. IX 

La grande mulliplicilé des résultais acquis dans celte voie, non 
moins que leur dispersion, rendait très désirable qu'ils se trouvas- 
sent condensés en un résumé synthétique permettant d'embrasser 
d\m coup d'œil Tensemble de la théorie au point où l'ont portée 
cinquante années d'efforts émanant de nombreux travailleurs. 

C'est, au surplus, là une œuvre qu'on ne saurait trop désirer 
voir entreprendre pour les diverses branches des Sciences mathé- 
matiques (*). 

Telle est l'extension prise de nos jours par le champ mathéma- 
tique, que nul ne pourrait se flatter de le parcourir dans son inté- 
gralité. Or, la curiosité d'un esprit vraiment scientifique ne saurait 
se borner au cercle de ses études familières. Elle doit, au contraire, 
s'efforcer de saisir le lien qui rattache ce cercle aux départements 
voisins de la connaissance humaine. De là l'utilité de ces résumés 
synthétiques qui, négligeant les démonstrations, se contentent de 
mettre en relief, avec l'enchaînement des idées, les résultats prin- 
cipaux acquis dans une théorie (^). Un tel exposé ne saurait évi- 
demment suffire à celui qui veut aborder la théorie pour y apporter 
sa contribution personnelle; mais, même à celui-là, il est loin 
d'être inutile. De même qu'il est bien plus aisé d'effectuer la 
reconnaissance d'une contrée lorsqu'on s'est au préalable rendu 
compte sur une carte de sa configuration générale, de même, 
l'étude des Mémoires où sont élucidés en détail les divers points 
d'une théorie est bien plus profitable lorsqu'elle a été précédée 
de la lecture d'un compendium donnant la substance de cette 
théorie. 



(*) A rheure où ces lignes sont écrites, il est question d'organiser des Congrès 
internationaux, où les mathématiciens du monde entier seront périodiquement 
conviés à se rencontrer et à échanger leurs idées. II semble qu'il appartiendrait à 
ces Congrès d'encourager, voire même de provoquer des publications de ce genre. 

(•) Il faut, dans cet ordre d'idées, citer le grand Ouvrage du P. Hagen : Sy~ 
nopsis der hœheren Mathematik, les commentaires succincts de diverses classes 
de V Index du 'répertoire bibliographique des Sciences matliématiqueSy publiés 
par les soins de la Société mathématique d'Amsterdam, enfin Y Encyclopàdie der 
Mathematischen Wi^senschaften, qui se prépare en ce moment, sous la direc- 
tion de M. W.-Fr. Mcyer lui-même et de M. H. Burkhardt, et qui comprendra 
six Volumes. 



X PRÉFACE. 

Il faut enfin remarquer que le fait môme de dresser un tel abrégé 
suffit à mettre en évidence les lacunes restant à combler et, par 
suite, est susceptible de donner une direction utile aux investiga- 
tions des chercheurs. 

La doctrine des invariants se prétait, il faut le reconnaître, 
particulièrement bien à un essai de ce genre, tant en raison de son 
origine récente que de son caractère nettement tranché. 

11 n'en restait pas moins à faire un travail de groupement et de 
coordination qui ne laissait pas d'être délicat, et dont M. Meyer 
s'est fort bien acquitté, comme oq peut déjà s'en faire une idée 
en jetant les yeux sur les grandes divisions de l'Ouvrage. 

L'exposé présenté par cet auteur ne constituant qu'une sorte de 
guide à travers la Théorie des invariants, il était nécessaire, pour le 
lecteur désireux d'approfondir tel ou tel point particulier, de 
signaler les sources à consulter. A ce point de vue le livre ne 
laisse rien à désirer; il donne, en notes au bas des pages, des 
indications bibliographiques aussi complètes et aussi précises 
qu'on pouvait le souhaiter. 

Il nous semble qu'indépendamment de son intérêt propre, ce 
petit Volume a l'avantage de fournir un exempleexcellent à suivre 
pour d'autres branches des Sciences mathématiques, et nous 
souhaitons vivement que son apparition soit le signal de la mise 
au jour de toute une série de résumés synthétiques du même 



genre. 



Novembre 189O. M. D'OCVGNE. 



SUR LES PROGRÈS 



DE LA 



THÉORIE DES INVARIANTS PROJECTIFS. 



Le présent Rapport est une traduction abrégée de celui que publia le 
professeur Fr. Meyer, en 1892, dans le tome I du Jahresbericht der 
deutschen Math. Vereinigung. Cependant, les indications bibliogra- 
phiques qui font précisément la richesse du Mémoire allemand sont res- 
tées les mêmes; les réductions n^ont été effectuées que sur les comptes 
rendus de certains travaux bien connus aujourd'hui et dont on peut 
d'ailleurs retrouver l'analyse dans le Bulletin des Sciences, Si certains 
passages ont été réduits, nous croyons cependant avoir conservé le 
caractère que M. Meyer a donné à son Ouvrage. Toutefois, nous nous 
sommes permis d^ajouter çà et là des Notes concernant particulière- 
ment les publications parues en France. 

Ce travail, écrit M. Meyer, est loin d'être complet. En première ligne, 
on trouvera que la critique nécessaire y fait défaut. Mais je crois rendre 
un plus grand service au public mathématicien en exposant d'une façon 
impersonnelle ce que les différents savants ont produit qu'en indiquant ce 
qu'ils auraient dû produire. De plus, j'ai surtout cherché à faire ressortir 
les lacunes dans nos connaissances actuelles, soit par l'enchaînement des 
matières, soit sous forme de questions. 

Malgré le temps considérable que j'ai consacré aux renseignements bi- 
bliographiques, je ne prétends pas que ces derniers soient complets; seule 
l'abondance de la matière peut m'excuser. En particulier, un certain 
nombre de Mémoires publiés récemment ne m'ont pas été accessibles. 

Le travail de ce modeste savant n^en constitue pas moins un exposé 
fort consciencieux de Tétat actuel de la théorie des invariants algé- 
briques. 

Voici l'ordre adopté pour ce Rapport : 

Introduction. 

Coup d'œil rétrospectif sur l'ancienne période de 1841-1867. — Passage à la 
nouvelle période de 1868 au temps présent. — Délimitation du sujet. — Dévelop- 
pement par degré de la notion de l'invariance. 

M. I 



a INTRODUCTION. 

PnEMiàRB Partie. — Équivalence des formes. 

A. Formes quadratiques et bilinéaires. 

B. Autres formes. 

Deuxième Partie. — Affinité des formes. 

A. Systèmes finis. 

B. Irrationnalité des formes. 

G. Opérations symboliques et invariantes. 

D. Sur certains groupes de substitutions et sur certaines formes spéciales. 

Il sera également tenu compte des travaux les plus importants parus 
au cours de ces deux dernières années. 

1895. 

H. F. 



INTRODUCTION. 

COUP D*OEIL RÉTROSPECTIF (*) SUR L* ANCIENNE PÉRIODE 1841 A 1867. 



]ja théorie des invariants vient de franchir son vingt-cinquième 
anniversaire. Cependant ses origines remontent à des temps plus 
anciens : rappelons simplement, d'une part, la théorie des formes 
quadratiques binaires et ternaires et à coefficients entiers, fondée 
parLagrangeetGauss(2), d'autre patt, la Géométrie projective (') 



{*) Les renvois bibliographiques qui se rapportent au traité de Salmon, Mo- 
dern higher Algebra (4* édition, Dublin; i885), ouvrage traduit en allemand 
par Fiedler (a* édition, Leipzig; 1877) et en français (2" édition, Paris; 1890) 
par O. Chemin, porteront respectivement la mention Salmon, Salmon-Fiedler, 
Salmon-Chemin. Faà de Bruno, dans sa Théorie des formes binaires (Turin- 
Paris, 1876) présente un ensemble de renseignements bibliographiques relatifs à 
cette théorie. L'édition allemande de cet Ouvrage est due aux soins de Walter et 
de Noether (Leipzig, 1881). Cité suivant Bruno ou Bruno, édition allemande. 

(») Laoranoe, Mémoires de Berlin, p. 265; 1773. — Gauss, dans ses Disquisi- 
tiones arithm. (1801) démontre l'invariance des discriminants des formes binaires 
et ternaires. Consulter Salmon, p. 343 et 3/|4 (édition française, p. 491 et 493)* 

D'après Gordan {Math, Ann.^ VII, p. 38), on trouve les germes de la repré- 
sentation symbolique dans les travaux de Cauchy, Boole, PfafT, Jacobi; le calcul 
des variations présente aussi certaines analogies (/. c, p. 37). 

Le théorème de la multiplication des déterminants, établi dans toute sa géné- 
ralité par Cauchy, peut facilement élre considéré cumme un exemple présentant 
le caractère d'invariance d'un covariant appelé de nos jours covariant identique^ 
Ce sont ces considérations qui forment précisément le point de départ des tra- 
vaux de Cayley. 

Dans cette période qui précède la théorie des invariants, il faut encore signaler 
la décomposition des formes quadratiques en sommes de carrés (Lagrange, La- 
place, Cauchy, Lebesgue, Jacobi). Consulter à ce sujet le traité de Baltzer De- 
terminantentheorie (5* édition, Leipzig, 1881), traduction française par Hoûel 
(Paris, 1861). Enfin il faut y joindre une série de théorèmes de Joachimsthal sur 
les discriminants, la série de Taylor, etc., ainsi que quelques exemples d*inva- 
riants différentiels que l'on trouve dans Cauchy. 

(') Les deux directions principales que nous prenons en considération ici se rap- 
portent, l'une au rôle que joue le rapport anharmonique comme invariant absolu 
(irrationnel), l'autre à la théorie des polaires réciproques. Clebsch, dans sa Bio- 
graphie de Pluecker {Gottinger Abh., XVI, p. i-32), rend hommage à ces géo- 
mètres pour les services qu'ils ont rendus à l'Algèbre. 



4 INTRODUCTION. 

créée par Poncelet et développée par Chasles, Mobius, Pliicker et 
Steîner. 

Cependant, on ne fait partir la théorie proprement dite que du 
Mémoire de Boole (*) (nov. 1 84 1) dans lequel le savant professeur 
anglais, non seulement démontre que la propriété d'invariance 
appartient aux discriminants en général, mais où il indique encore 
comment on peut former des invariants simultanés d'un système 
de formes. 

Peu après, en février 1842, Boole (^) montre que les polaires 
d'une forme f donnent naissance à une classe étendue de cova- 
riants, c'est-à-dire de formes invariantes contenant, outre les coef- 
ficients de y* (et ceux des formes linéaires auxiliaires), encore les 
variables. 

Cayley (') s'engagea dans cette nouvelle voie et établit immé- 



(*) Cambr. Math, Journ., III, p. 1-20. — Boole généralise les Iransformations 
orthogonales des formes quadratiques. Voir les compléments dans le tome IV 
(nov. i844)> P* 167-171. — Il est bon de remarquer qu'en i84i parut aussi le Mé- 
moire de Jacobi sur les déterminants fonctionnels {Journ. fur Math., XXII, 
p. 319-359). 

(') Cambr, Math. Journ.f III, p. 106-119. — Boole étend les résultats de son 
premier Mémoire au cas de plus de deux formes, ces formes pouvant être d'ordre 
différent. En effectuant sur les formes proposées des dilTérentiations totales, il 
ramène le problème à l'équivalence de formes différentielles de même ordre, mais 
le moins élevé posssible. Toutefois le rapporteur ne peut passe rallier à l'opinion 
de Salmon (p. 344; édition française, p. 493) d'après lequel Boole ait, par ceci, 
fondé le principe que les invariants des polaires sont des covariants de la forme 
primitive. 

(') Collected Math. Papers, vol. I, p. 80-94, 95-112. — Le second de ces Mé- 
moires parut en 1846. — Dans le premier Mémoire (p. 80-94), la méthode se 
trouve développée à ce point que l'on peut reconnaître que toute forme binaire 
d'ordre pair possède un invariant quadratique. Pour terminer, l'auteur attribue 
à Boole le mérite d'avoir découvert le premier invariant cubique d'une forme 
biquadratique. Cf. Salmon, p. 343 (édition française, p. f\^i). Voir aussi plus 
bas la Note sur Ëisenstein. 

Les déterminants à plusieurs dimensions se trouvent déjà introduits par Caylcy 
en 1843 (/. c, p. 63-79, seconde Partie); les abréviations adoptées forment ici 
une première espèce de représentation symbolique. Plus récemment, Ëschericli 
{Wien. Denkschrift, XLIII, 1880), Gegenbauer (même recueil, XLIII, p. i5-32, 
1881) et Zajaczkowski (Varsovie, 1881) ont encore appliqué à la formation des 
invariants les déterminants à plusieurs dimensions examinés par Gasparis, Ar- 
menante, Padova, Zehfuss et d'autres. 

Le second Mémoire présente de réels progrès. Comparer Salmon, Lesson 14. 
L'idée fondamentale est que l'on peut concevoir le déterminant fonctionnel 
de n fonctions à n variables, comme étant le résultat d'une opération diffé- 
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diatement une méthode symbolique lui permettant de déduire 
d*une forme unique un nombre quelconque d'invariants. Il donna 
à sa méthode le nom de calcul des hyperdéter minants. 

« C'est de cette découverte de Cayley, écrit Salmon (^), que 
date la naissance de l'Algèbre moderne. » 

Peu de temps avant (i844) Eisenstein (^) avait déjà reconnu 
les invariants et les covariants les plus simples des formes bi- 
naires cubiques et biquadratiques; en appliquant d'une façon élé- 
gante la théorie des déterminants, qui venait d'être complétée par 
Jacobi, Hesse (') fit une étude approfondie du covariant qui porte 
son nom, et découvrit le rôle que joue celui-ci dans la théorie des 
courbes planes^ en particulier celles du troisième ordre. 

Il est important de rappeler que, dans le courant de cette même 
année (i844)) Grassmann (^) présenta la théorie à laquelle il a 



rentielle effectuée sur une seule fonction, à savoir le produit de ces n fonc- 
tions écrite chacune au moyen d'une série différente de variables. 

La méthode symbolique qui en résulte n'est elTectivement qu'une abréviation 
dans la représentation d'opérations réelles. Il en est autrement plus tard dans 
les travaux de Gordan, qui a étendu ce procédé aux formes symboliques. L'opé- 
ration différentielle de Cayley, appelée par les Allemands Q-Process, est devenue 
de nos jours d'une grande importance {Cf., II, G. b. du présent Rapport). 

(*) Salmon, p. 343 (édition française, p. 49^). 

(') Journ. fiir Math., XXVII. — Le covariant quadratique et le discriminant 
d'une forme binaire cubique figurent déjà dans la Note, p. 75-79, datée de dé- 
cembre 1843 ; comparer à cela son travail (p. 82-104) portant également la date 
de décembre i843 ; les deux invariantes i, j de la forme biquadratique se trouvent 
dans la Note connue Sur la résolution des équations des quatre premiers de- 
grés (p. 8i-83, I*' janvier i844)- Gependant Salmon (p. 343, édit. fr., p. 4o3) con- 
teste que la propriété de l'invariance de ces fonctions ait été connue par Eisen- 
stein. Gelui-ci, pourtant, à la fin du dernier travail cité, annonce précisément une 
prochaine Note sur les propriétés très remarquables de ces fonctions homo- 
gènes et leurs transformations, Gette Note parut en eiïet dans le même vo- 
lume, p. 3i9-3-ii, où l'auteur attribue, d'une façon bien précise, la propriété de 
l'invariance aux deux covariants et au discriminant de la forme cubique. 

Mais il est bien reconnu que c'est Boole, le premier, qui ait exprimé le discri- 
minant de la forme biquadratique en fonction des deux invariants i et J ( Gayley, I, 
p. 94; Salmon, p. 343). 

(■) Journ. fiir Math., XXVIII, p. 68-107. 

(*) Les mérites de Grassmann se trouvent exposés dans sa biographie écrite par 
Sturm dans les Math. Ann., XIV (voir en part. p. a5). Consulter aussi \t%Math. 
Ann., VII, p. 12. Schlegel a publié un Traité d'Algèbre d'après les idées de 
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donné le nom de A usdehnungslehre. Les idées sur la notation 
au moyen de crochets {Lûckenausdrûcke) et sur les coordonnées 
de plusieurs espèces renferment le germe de la nouvelle forme 
qu'a prise la théorie des invariants. 

Indirectement, la théorie de Galois ( ^ ) sur le groupe d'une équa- 
tion a aussi exercé une certaine influence. 

Si Aronhold (2) est le premier qui ait déterminé les invariants des 
formes cubiques ternaires et leur rapport au discriminant (1849), 
nous trouvons déjà dans la série des publications de Sylvester (') 
de i8di à i854, les bases d'une théorie générale renfermant les 
branches les plus diverses de cette partie de la Science. 

En introduisant, dans un but bien déterminé, à côté des va- 
riables primitives, celles qui sont transformées par la substitution 
inverse, on a créé l'étude des contrevariants et des concomitants. 



Grassmann (Leipzig, 1875); un même essai a été fait par Schendel (Halle, 
i885). Ces deux Ouvrages contiennent cependant des erreurs. 

En France, les avantages de la méthode de Grassmann ont été signalés (1869) 
par Cremona dans les A^oup. Ann.y {i\ XIX, p. 356-36i. Tout récemment les bases 
de cette théorie ont été exposées avec beaucoup de clarté par Carvallo : B. Soc. 
Math., t. XV, p. i58; Nous?. Ann. (3), t. X; 1891; p. 219-225, p. 34i-345 et t. XI, 
p. 8-37. Toir aussi Caspary, dans le ^u//e^<n des Sciences^ p. 202-240; 1889. H. F. 

(*) Les recherches de Galois, publiées déjà en 1829 ne sont cependant devenues 
généralement accessibles qu'en 1846 (Liouville, XI). D'ailleurs leur influence 
sur la théorie des invariants ne s'est fait sentir que dans une période plus récente. 

(•) Journ. fur Math.j XXXIX, p. 140-169. — Deux ans plus tard, Aronhold 
remit à la Faculté de Philosophie de Kœnigsberg un manuscrit qui n'a jamais 
été publié, dans lequel la théorie des invariants était exposée sur une base 
uniforme. D'après sa correspondance avec Cayley, Aronhold devait, déjà à ce 
moment-là, être en possession d'équations diiférentielles vérifiées par les inva- 
riants. Cf. Salmon, p. 344 » édit. franc., p. 494* 

(•) Cambr. and Dublin Math. 7., Vï, p. 186-200, 289-293; i85i ; t. VII, p. 52- 
97; 1862; t. VIII, p. 62-64, 256-269; i853;t. IX,p. 85-io3; i854;c/. Cayley, t. VII, 
40-5 1, 97-98. 

Les travaux de Sylvester ont été précédés de deux Mémoires de Boole, t. VI, 
p. 87-106, 107-113; i85i, dans lesquels l'auteur résume les résultats obtenus pré- 
cédemment, en les complétant par quelques propositions nouvelles (c/. Salmon, 
343). 

C'est dans les Mémoires de Sylvester que l'on trouve pour la première fois les 
noms de invariants, covariants, concomitants, t. VI, p. 290; les expressions co- 
grédient, contragrédient, t. \llf p. 53; discriminant {Phil. Mag., p. 4o6; i85i; 
combinant, t. VIII, p. 63). 

Une classe spéciale de contrevariants, \ts formes adjointes, se rencontrent déjà 
dans les travaux d'Hcrmile, Journ. filr Math. y XL, p. 263; i85i. Sylvester les 
nomme évectants, t. VII, p. 181. 
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Il en résulte une série de nouvelles opérations permettant de cal- 
culer des formes invariantes, en particulier le principe (^)de la 
différentiation réciproque (symbolique et non symbolique). 

De plus Sylvesler établit les bases (i85i) de Tétude des formes 
canoniques (^) et en fait Tapplication à la représentation des 
formes binaires d'ordre impair (spécialement des quintiques) par 
une somme de puissances. Dans le cas important des formes qua- 
dratiques d'un nombre quelconque de variables, il ouvre de nou- 
velles voies de recherches en formulant la loi d^ inertie ('). 

Dans ses travaux, Fauteur anglais reconnaît déjà l'importance 
du principe (*) des diviseurs élémentaires (i85i), comme celle 
de la notion du combinant (i853) ('). 



(*) Il résulte du fait que x^ et -r— sont cogrédients, c'est-à-dire soumis aux 

mêmes substitutions, que si l'on remplace les variables x d'une forme /(â?) par 
les dérivées par rapport aux u^ d'une forme ^{u), on obtient un contrevariant 
simultané de /et 9 (t. VII, p. 19^). De plus, puisque les puissances et les produits 

xi y «J~', J?„ ... sont aussi cogrédients à j-^> ^ n-iA * *"* ^^ pourra en- 
core effectuer cette substitution dans une forme /(i?) d'ordre n (t. VI, p. 96-179). 
Cf. Salraon, p. 346, édit. franc., p. 437* Le conlrevariant obtenu de cette 
façon a été appelé plus tard par Gordan : n^ Ueberschiebung von f ûber o. 

Jordan traduit ce terme par l'expression de composé de f avec 9 en désignant 
le mode de formation par composition des covariants {Journ, de Math,, {Z), 
t. II, p. 178; 1876). Gayley et Salmon emploient les termes de transvectants et de 
transvection, expressions que l'on retrouve dans Salmon-Chemin, p. 4^9. H. F. 

(*) Phil, Mag.y p. 391-410; nov. i85i; tirage à part chez Bell, Londres, i85i. 
Comparer Cambr. and Dublin Math, /., t. VI, p. 193, 194, 198, 293; à la 
page 123, l'auteur indique que le terme àt forme canonique est dû à Hermite. 

La représentation de la forme cubique quaternaire en une somme de cinq cubes 
est indiquée pour la première fois à la p. 199 du Cambr, and Dublin Math, J., 
VI. Voir les citations dans la biographie de Clebsch, Math. Ann., VII, p. 17. 

(») Phil. Mag.f i852, II, p. i38; Phil. Trans., i853, p. 407-648. — D'après 
Borchardt {Journ. f tir Math, y LUI, p. 275-283; 1867), Jacobi devait déjà, en 1847, 
connaître le principe en question. Consulter la démonstration d'Hermite, même 
Recueil, p. 271, et Salmon-Fiedler, p. 47'* Dans \ts Phil, Trans., i853 (/. c), 
Sylvcster applique la loi de l'inertie au be'zoutien, et en tire une discussion pour 
la réalité des racines dc/= o. Voir Salmon-Chemin, 491 ; Hermite, C. B., 1862, 
II; Journ. /tir Math., LU, p. 39-5i ; i856; Sylvester, Phil. Mag. (4 ), IV, p. i38 ; 
Jacobi (1847), voir Journ. fiir Math. y LUI, p. 275-280; 1867. 

{*) Phil. Mag. y p. 119-140, mai i85i; applications aux coniques et aux quadri- 
ques. Sylvester examine, à l'aide de ce principe, le problème de l'équivalence des 
formes quadratiques, Phil. Mag. y p. 265-3o5; avril i85i; p. 4i6, mai i85i. 

C) Cambr. and Dublin Math. /., VIII, p. 63. Dans les Annali di Mat. [(i) 
I, p. 344-348; i858] Betti a donné pour les combinants un système d'équatioas 
différentielles caractéristiques. 
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(1 établit les équations différentielles auxquelles satisfont les 
formations invariantes de formes quelconques, en faisant usagée 
d'une méthode de transformations infinitésimales (i85a)(')- 

Des progrès rapides accomplis dans cette partie de la Science, 
il est résulté une terminologie assez étendue, que Ton doit, en 
grande partie, à Sylvester et qui se trouve exposée par ce géo- 
mètre dans son grand Mémoire (^) sur les fonctions de Slurm 
(ï853). 

L'année i854, avec laquelle se termine cette première série de 
travaux de Sylvester, doit être considérée comme l'une des plus 
importantes de cette première période. Elle est surtout marquée 
par les travaux si importants d'Hermite, qui d'ailleurs, déjà en 
i85i, avait enrichi la théorie par l'introduction de la notion des 
éjectants {^) et qui, par ses belles recherches sur la théorie des 
nombres avait semé de nombreux germes (^) pour l'étude de la 
théorie des formes. 

Hermite établit la loi de réciprocité (*), en vertu de laquelle 
dans le champ binaire, les formes invariantes se rangent d'une 
façon remarquable par couples. 

En choisissant, dans le cas des formes binaires d'ordre impair, 
comme nouvelles variables deux covariants linéaires, il ramène 
celles-là à la forme-type dans laquelle les coefficients sont eux- 
mêmes des invariants. 

En relation étroite avec ce qui précède, se trouvent les systèmes 
de formes associées; toute autre formation invariante de la forme 
primitive est une fonction rationnelle de ces formes associées (•). 



(*) Voir plus haut la Note sur Aronhold p. 6, note (a). Salmon, p. 344 (édit. 
franc., 494). 

(») Phil. Trans,, p. 543-548; i8:i3. — Dans les Papers,lW y p. 594-608 (Extrait 
de VEncycl. Brit,; 1860), Cayley donne l'explication des principaux nouveaux 
termes. 

(') Journ, fur Âfath., XL, p. 363. Cambr, and Dublin Math. /., VI, p. aga. 

(*) Journ. fiir Math., XL et XLI; i85o, i85î. 

(») Cambr. and Dublin Math. J. IX, p. 172-217, voir en part. p. 173-175. 
L'extension au cas de plus de deux variables a été examiné seulement récemment 
par Deruyts, Belg. Bull. y (H), XXII, p. ii-a3; 1891; mais tandis que cette ex- 
tension ne réussit que pour des formes spéciales, Hurwitz vient d'en donner une 
autre tout à fait générale {Math. Ann., XLV, p. 38i-4o4; 1894); ce travail jette 
aussi une nouvelle lumière sur les autres opérations différentiel les. 

(*) Journ. fiir Math., LU, p. i-38. Le terme de covariants associés se trouve 
introduit, p. 23. 
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L^élude des formes du cinquième ordre oQre à Hermile le pre- 
mier exemple d'un invariant gauche (*). Il en donne Texpres- 
sion en fonction des trois autres invariants et en fait une belle 
application à la discussion de la réalité des racines de l'équation 
du cinquième degré (/. c, p. 198 et suivantes) ('). 

Dans un travail subséquent (3) publié aussi en i854> cet illustre 
savant, partant encore d'abord d'une question de la théorie des 
nombres, traite le problème de transformer une forme quadra- 
tique ternaire en elle-même au moyen d'une substitution linéaire 
effectuée sur les variables. Les coefficients de cette substitution 
sont exprimés en fonction d'un certain nombre de paramètres 
arbitraires. Cette question avait déjà été entièrement résolue, en 
1846, par Gayley(^) dans le cas particulier important d'une somme 
de carrés. Par contre, Cayley étendit les résultats d'Hermite aux 
formes quadratiques à n variables (*) (i855). 

Dans une autre voie. Tannée i854 nous a encore laissé des tra- 
vaux importants. D'une part, Cayley donne une démonstration (®) 
des équations différentielles (citées plus haut) satisfaites par les 
invariants des formes binaires considérés comme fonctions des 
coefficients, tandis que, de son côté, Brioschi (^) établit les équa- 
tions correspondantes par rapport aux racines de ces formes. 

Enfin, c'est avec l'année i854 que commence la série des tra- 
vaux de Cayley (•), Memoirs upon Quantics, se terminant provi- 
soirement en 1861 parle VII* Mémoire. Leur diversité, jointe à 

(*) Cambr, and Dublin Math, /., IX, p. 186 et suivantes. — Le rôle que joue 
cet invariant dans la résolution des équations du cinquième degré a été développé 
par Hermitc dans le Journ. fur Math., t. LIX, p. 3o4-3o5. 

(') Plus tard, Hermite en a encore donné un exposé dans les Comptes rendus; 
i865, 1866, voir aussi sa Note dans Salmon-Chemin, p. 567-567. 

(') Cambr. and Dublin Math, /., IX, p. 63-67. — Comparer Brioschi, Journ. 
fUr Math.t LU, p. i33-i4i; i856. 

(*) Journ. fiir Math., XXXII, p. 119-123. 

(») Journ.' fiir Math., L, p. 288-299. 

(•) Journ. fiir Math.y XLVII, p. 109-124. 

(») Annali di Tortolini, V, p. 207-211, en part. 209. Comparer Betti, Annali 
di Mat.j (i), I, p. 129-134; i858. Dans le même journal (t. IX, p. 8j; 1859) Brioschi 
donne une démonstration rigoureuse de l'équation dilTércntielle de Cayley pour le 
cas des invariants des formes binaires et dans les Annali di Mat., (1), f, p. 160, 
pour les formes à n variables. 

(') Les six premiers Mémoires se trouvent dans le t. Il des Coll. Pap., p. 221- 
234, i85ii; p. 260-275, i856; p. 3io-335, 1866; p. 5i3-526, 1808; p. 627-507, 1868; 
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la façon complète dont sont traités certains cas, constitue, encore 
de nos jours, une source féconde de recherches pour Falgébriste 
comme pour le géomètre. 

Cajlej considère les formations invariantes des formes binaires 
comme solutions entières et rationnelles de leurs équations diffé- 
rentielles. Dans son second Mémoire (i 856) il aborde déjà le pro- 
blème important (^), à savoir : peut-on, pour une forme donnée, 
déterminer a priori le nombre des formes invariantes linéaire- 
ment indépendantes, qui lui correspondent. Il obtient, en eflet, ce 
nombre, étant donnés l'ordre et le degré de ces formes, au moyen 
des coefficients du développement delà fonction génératrice {^)^ 
qui avait déjà servi à Euler pour la décomposition des nombres. 
Il est vrai que cette série est basée sur une formule numérative, 
non entièrement démontrée. 

Ce travail seul de Cayley a donné lieu à une foule de recherches 
qui ont été poursuivies jusqu'en ces derniers temps (t;o{r dans 
ce Rapport, II* Partie, A. e.). 

Cependant, Cayley ne put réussir à achever d'une manière gé- 
nérale le problème si important posé par lui pour la première 
fois, et qui consiste à réduire la série illimitée des formations 
invariantes d'une forme binaire donnée à des fonctions entières 
et rationnelles d'un nomhve fini d'entre elles ('). 

Le IV® Mémoire (i858) contient, au moins pour des cas parti- 
culiers, le principe fondamental de la composition de deux formes 
{voir p. 617). L'auteur en donne une expression simple, non 

561-599, 1859. — Le mot quantic correspond au mot français forme (allem. Form ), 
voir Salmon-Chemirif p. i43. 

Consulter aussi les notes critiques et bibliographiques que Cayley ajoute lui- 
même dans la nouvelle édition. 

(*) Cayley prend comme point de départ les notions de covariants asyzygéti- 
ques et irréductibles y p. aSo. 

(■) La fonction génératrice est mise sous la forme, p. 260, 



(i — ^) (1 — j?z) (1 — a?* -«)... (i — a:'*^)' 

lorsqu'on la transforme convenablement, elle donne encore le nombre des cova- 
riants irréductibles. 

La démonstration du théorème relatif au nombre des covariants asyzygétiques 
d'ordre ji a été complétée beaucoup plus tard par Sylvester {Phil. Mag.; 1878). 

(") Voir son Mémoire, p. aSa, 253, 268, 270. 
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symbolique qui, ces dernières années, a de nouveau pris une place 
importante. 

La résolution (*) élégante des équations du troisième et du 
quatrième degré, basée sur la théorie des invariants, donna au 
développement de cette théorie encore si jeune une sérieuse im- 
pulsion (i858). Les applications des méthodes algébriques des 
formes binaires à la Géométrie (^) moderne exercèrent aussi 
quelque influence. 

En particulier, il est reconnu que les travaux de Cajley 
(VP Mémoire, 1809) sur la détermination métrique projective 
pour Fespace à deux et à trois dimensions, ont servi plus tard de 
base au développement de la Géométrie non euclidienne ('). 

A ces travaux systématiques se rattachent encore d'autres Mé- 
moires du même auteur. Nous nous bornerons à les mentionner : 
recherches sur la partition des nombres (*) (i855-i856); un 
Mémoire important sur les fonctions symétriques (*) (iSSy) avec 
les règles relatives à leur poids et à leur degré, travail qui peut 
être considéré comme une introduction à la théorie des péninva- 
riants développée plus tard; de plus, la transformation (®) 
féconde de la méthode d'élimination de Bézout (iSS^) et l'exten- 



(*) K* Mémoire. Cette résolution résulte directement des syzygies appartenant 
aux formes cubiques et biquadratiques. D'ailleurs il faut aussi tenir compte des 
travaux préliminaires de Boole {Cambr. Math, /., III, p. 116), de Eisenstein 
{Journ. fiXr Math,, t. XXVII, p. 89), de Hesse {Journ. fur Math,, XXXVIII, 
p. 262) et de Sylvester ( Cambr, and Dublin Math. J,, VI). 

Cependant l'importance de cette méthode de résolution a été beaucoup 
exagérée : la théorie des formes ne fournit réellement la partie intégrale du pro- 
blème que si l'on considère, comme l'a fait Klein, le groupe appartenant à 
l'équation comme un groupe de collinéation dans un espace d'ordre supérieur. 

(') Cette partie a été exposée avec beaucoup de détails par Fiedier (Leipzig, 
1862). 

(•) C'est à Klein que revient le mérite d'avoir reconnu le premier l'importance 
fondamentale des résultats de Cayley; voir Math. Ann,, t. IV et VI. 

(*) Papers, t. II, p. 235-q49 («855), ^"-bi (i8.58). Voir en particulier: Sylves- 
ter, Quart, Math. J., I, p. i4i-i52 (i855, juillet), ainsi que Brioschi et Sylvester 
dans les Annali di Tor., t. VIII (1857), Bellavitis dans les Annali di Mat,, 
t. II (1869), Bruno dans le Journ. fur Math., t. LXXXV et les Math. Ann,, 
t. XIV. Bellavitis donne un aperçu bibliographique. Consulter aussi Hagen, 
Synopsis der hoheren Mathematik^ Berlin, 1891, p. 3. 

(») Papers, t. II, p. 4i 7-439- Cf. p. 454-464- ■— Voir Kohn, Wien. Ber., p. 1-16; 
1893. 

(•) Journal fiir Math., t. LUI, p. 366-367, ou Papers^ t. IV, p. 38-39- 
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sion au cas des formes binaires ( * ) d'ordre pair de la méthode 
canonisanle de Sylvester (1857). 

Dans cette même direction se place immédiatement la décou- 
verte importante de Roberts (^) (i86i), d'après laquelle un cova- 
riant (binaire) est entièrement caractérisé par son terme princi- 
pal qu'il a appelé source (leading term, Leitglied). Cette 
remarque permet de remplacer toute relation (syzygie) entre co- 
variants par la même relation entre les sources et réciproquement. 

La source, de même que les invariants, est une fonction symé- 
trique des racines, mais ne doit vérifier essentiellement qu'une 
seule équation différentielle. Roberts a étudié en détail Tappli- 
cation de sa méthode aux formes binaires du cinquième ordre ('). 

Abordons encore, autant qu'il peut en être question, ce qui est 
relatif aux formes précitées et aux équations du cinquième ordre 
pendant cette période (i 854-1 861). 

C'est encore ici Hermite qui trace les nouvelles voies suivies, 
après lui, par Brioschi et Cayley. Déjà en i856 Hermite se sert 
d'une transformation rationnelle des variables dans laquelle le 
numérateur est un co variant du dénominateur, pour réduire l'in- 
tégrale elliptique de première espèce à une forme normale (* ) ; deux 
ans plus tard ce même savant ramène la transformation de Tschirn- 
hausen, depuis longtemps en usage en Algèbre, à une forme inva- 
riante (*) générale, de façon à mettre en évidence le caractère 
d'invariance de l'équation transformée qui, de plus, doit dépendre 
d'un nombre de paramètres le moindre possible. 

La détermination des différentes résolvantes d'une équation 
proposée devient alors évidente. Dans le cas du cinquième ordre, 
ces résolvantes sont, comme l'on sait, l'équation modulaire et 
celle du multiplicateur, qui se présentent dans la transformation 
du cinquième ordre des fonctions elliptiques (®). 

(») Journal fur Math,, t. LIV, p. 48-58 et p. 292, ou Papers, t. IV, p. 43-53. 

(') Quart. Journ.y t. IV (1861), p. 168-178,324-328. 

(') Annali di Mat., (i), t. III, p. 34o-344; 1860. 

(*) Journ, fiir Math., t. LII, p. 8. Kotr Brioschi dans les Annali di Mat., (i), , 
i, IV, p. 192 (i86i) et Pittarelli, Bom. Ace. L. H., (4), t. IV, p. 5o9-5i3, 703-705; 
1888. 

(») Comptes rendus, t. XLVI, p. 961 (i858). Cayley, Journ. fur Math., 
t. LVIII, p. 259 (i86i) ou Papers, t. IV, p. 259-269. 

(*) Consulter par exemple Clebsgh, Binaere Formen, §§ 114, 115. 
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Mais ce ne fut que plus tard (^), qu'Hermite présenta à ce 
point de vue un exposé systématique des équations du cinquième 
ordre (i 865 à i866). 

Aux trois éminents savants Cajiey, Sylvesteret Hermite, que 
nous avons le plus souvent cités jusqu'ici, vient se joindre, à 
partir de i854, l'Italien Brioschi (^). Ce dernier compléta et 
continua leurs recherches dans les directions les plus diverses. 
Mentionnons ses travaux les plus importants. En 1867, il établit, 
pour le résultant et le discriminant des formes binaires, le système 
remarquable d'équations dîQerentielles ('), dont on a fait, tout 
récemment, une application dans la théorie des fonctions hy- 
perelliptiques {*). 

On doit encore à Brioschi une extension de la théorie de la 
représentation typique ('), d'après Hermite, tout particulière- 
ment en ce qui concerne les formes ternaires. 

Si nous prenons en considération le développement remar- 
quable pris peu à peu par les résultats isolés de notre théorie, 
nous devons être d'autant plus reconnaissant à Salmon, qui, déjà 
auparavant (®), avait fourni des travaux remarquables en Algèbre 
comme en Géométrie, d'avoir réuni ce vaste matériel en une mo- 
nographie (') serrée (1859). Cet Ouvrage s'est répandu en Alle- 
magne (1 863), grâce à la traduction (*) entreprise par Fiedler, 

(•) Comptes rendus, i863, 1864. 

(*) Consulter principalement son exposé général d'une théorie des formes binaires 
dans les Annali di Mat., i" série, t. I, p. 296-809, 349-36a (i858); t. Il, p. 82-86, 
163-277 (1809); t. III, p. 160-168 (1860); t. VI, p. 186-194 (1861). — Le tirage à 
part, publié à Home en 1861, est épuisé. 

(') Journ. /tir Math,, t. LUI, p. 372-876. Voir une Note de Noethcr, dans l'édi- 
tion allemande de Bruno, § 25. 

(•) Voir W1LTHEI8S, Math, Ann., t. XXXIII, p. 279; 1888. 

(») Annali di Mat. (i), 1. 1, p. i58-i63; i858; en part. p. 168; représentation 
typique des formes à n variables. Quant à la représentation typique des formes 
quadratiques ternaires, déduites d'une cubique, voir, par exemple. Comptes 
rendus, i863. 

(•) Consulter le Cambr. and Dublin Math. J., t. II, p. 74; t. IX, p. 82. 

Dans sa première édition des Higher plane Curçes, i852, Salmon calcule 
d'abord les invariants et les covariants des formes binaires au moyen des fonc- 
tions symétriques. La deuxième édition de Higlier Algebra, 1865, renferme un 
nouvel exposé des systèmes complets pour les formes binaires simultanées les 
plus simples. 

(') Dublin, 1869. — La quatrième édition parut en i885. 

(•) Leipzig, 1868. — Deuxième édition, 1877. 
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qui d'ailleurs, déjà en 1862, avait publié un Traité élémentaire ( * ) 
accordant une large place aux applications de la théorie de Cayley 
à la Géométrie projeclive. A la même époque, Brioschi (^) donna 
un travail d'ensemble sur la théorie des formes binaires, qui ren- 
contra en Italie de nombreux adeptes. En France, ce fut Bazin 
qui contribua, par sa traduction (') de l'Ouvrage de Salmon, à 
répandre ces méthodes de l'Algèbre (1868). 

Tandis que les mathématiciens anglais, français et italiens 
échangeaient activement leurs idées, donnant par là continuelle- 
ment une nouvelle impulsion à cette branche de la Science, il n'en 
était pas de même en Allemagne, oii Ton resta longtemps station- 
naire. 

Bien que les méthodes projectives de Hesse (*) et de Steiner 
se rapprochent beaucoup du champ d'étude des algébristes étran- 
gers, leur conception n'avait cependant pas encore trouvé la 
forme adéquate à laquelle ici, plus que dans toute autre branche 
des Mathématiques, on doit attacher une grande importance. 

Cette transition a été marquée seulement en i858 par un 
exemple (') classique d'AronhoId, dans lequel l'auteur fait res- 
sortir de la théorie de Hesse sur les formes cubiques ternaires 
leurs propriétés d'invariance en les présentant sous une forme 
bien définie, affranchie de tout ce qui pouvait paraître artificiel. 

Plus tard (i863), Aronhold exposa dans toute leur généralité 
les idées fondamentales de ses recherches (®). Nous donnerons 
un aperçu de cet important Mémoire. La place que nous lui accor- 
dons peut se justifier en ce sens qu'il a exercé une influence no- 
table sur l'ordre adopté pour le présent Rapport. 

Les efforts d'Aronhold tendent à ramener à un point de vue 
unique les formations invariantes de natures si diverses, afin 



(') Leipzig, i86a. 

(•) Voir plus haut, p. i3, note (2). — Un exposé élémentaire de la théorie a 
été donné par Battaglini dans les Atti di NapoU, 1867 (suite dans le Giorn, di 
Mat,), 

(>) Paris, 1868. — La deuxième édition, d'après la quatrième édition anglaise, 
est due à O. Chemin. Paris, 1890. — H. F. 

(*) Consulter les biographies de Plttcker, Hesse, Clebsch, citées à plusieurs 
reprises. 

(») Journ. fiir Math., t. LV, p. 97-191. 

(') Journ. fur Math., l. LXH, p. 281-343. 
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d'établir par là non seulement leurs relations réciproques, mais 
encore afin de justifier leur existence. L'auteur prend comme 
point de départ le problème (^) qu'il formule dans les termes 
suivants : 

Soient Y{x \ a), F'(Ç | a') deux fonctions homogènes quel- 
conques et tout a fait générales, d^ ordre p par rapport aux 
variables respectivement Xi, Xj, . . ., x^, et Ç|, Ç2, . . ., ^n] on 
demande de déterminer les relations entrée les coefficients a 
et a' pour que les deux fonctions puissent être transformées 
Vune dans l* autre par une substitution linéaire. 

Nous soulignons les mots tout a fait générales, car, faute 
d'avoir toujours été strictement observés, ils ont donné lieu à des 
malentendus (^). D'après le problème même, on ne peut disposer 
des coefficients a et a' que sous certaines réserves; les condi- 
tions cherchées seront nécessaires dans tous les cas, mais non 
suffisantes pour des formes F et F' absolument quelconques, ce 
qu'Aronhold a clairement montré pour les formes cubiques ter- 
naires dans plusieurs passages (^) de son Mémoire de i858. 

Si nous supposons éliminés les coefficients de substitution entre 
les conditions de la transformabilité, nous pourrons ordonner les 
équations finales de telle façon que le second membre devienne 
indépendant des 5. Ce fait se trouve traduit par l'existence de n^ 
équations linéaires aux dérivées partielles (*), qui peuvent être 
transformées de manière à ne plus contenir les quantités S. Réci- 
proquement, on en déduit que les relations algébriques exprimant 
la transformation peuvent être représentées par des égalités entre 
des fractions, égalités dans lesquelles l'une des fractions est exac- 



(') P. 382, 283. — Ce même problème pour deux ou plusieurs couples de 
formes se trouve déjà dans Boole, bien que formulé d'une façon moins précise. 
{Cambr. and Dublin Math. /. III et IV. Voir t. III, p. ii5.) 

(') Un tel malentendu semble ressortir des attaques que Veltmann a dirigées 
contre la démonstration d'Aronhold (voir Schlômilch. Zeitschr., XXII, p. 277- 
298; 1877, et XXXIV, p. 32i-33o; 1889). Cf. I. B. a. 

(•) Voir y par ex., Journ. fiir Math,, LV, loc. cit., p. 160. 

{*) T. LXII, p. 287-288, 293. — Plus tard, Maurer a examiné réciproquement 
dans quel cas un pareil système pouvait définir des invariants {Miinch. Ber., 
p. io3-i5o; 1888). 
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tement la même fonction rationnelle des coefficients a de F que 
l'autre par rapport aux coefficients o! de la transformée F'. 

Par ces fractions, — solutions rationnelles des équations dif- 
férentielles citées, — se trouve déterminée l'existence des inça^ 
riants absolus de F. Mais on obtient de plus le nombre de ces 
invariants rationnellement indépendants, grâce à une étude ap- 
profondie qui a montré que ces n^ équations différentielles étaient 
en général linéairement indépendantes (*). 

Les invariants ordinaires, dont on partit d^une façon empi- 
rique jusqu'à Aronhold, se présentent a posteriori comme numé- 
rateur et dénominateur des invariants absolus : ils satisfont à un 
système correspondant de n^ équations différentielles. 

Ce système (comme celui qui a été rappelé plus haut) est un 
système complet, d'après la démonstration de Clebsch (i865)y 
c'est-à-dire qu'il est impossible de lui adjoindre de nouvelles 
équations linéaires par diflerentiation ou élimination des dérivées 
d'ordre supérieur (2). 

Tandis que l'extension à un système de formes (•) ne présente 
pas de difficultés essentielles, Aronhold réussit à découvrir des 
propriétés remarquables (*) des contre variants {zugehôrige 
Formen) et des concomitants mixtes {Zwischenformen)^ c'est 
ce qui lui permit d'établir les relations étroites qui lient les di- 
verses formes invariantes. 

Dans ces développements, il est de toute importance qu'il n'y 
ait entre les coefficients de la forme originale aucune relation 
linéaire ; ceci permet de remplacer cette forme par la puissance 
correspondante d'une forme linéaire (p. 292-298), grâce à quoi 
les opérations différentielles s'efTec tuent alors très facilement. 

Quant à la forme, la méthode symbolique ainsi introduite ne 



(*) Aronhold en a donné une démonstration simple et directe dans le Journ. 
fur Math., LXIX, p. 185-189. La démonstration de ChristoiTel, t. LXVIII, p. 246- 
aSa, a été retirée par Fauteur lui-même et remplacée par une autre {Math. Ann., 
XIX, p. 280-290; 1881). — Ce n'est que plus tard qu'il a été examiné si, entre ces 
n' équations différentiel les, il existait des relations d'ordre supérieur; Study a 
démontré que, pour le cas n = 3, toutes les équations sont des conséquences de 
deux d'entre elles. Koir son traité : Methoden.... Leipzig, p. 167; 1889. 

(") Journ. fur Math., LXV, p. 257-268. 

(•) T. LXII, §§ 8 et 10. — Consulter t. XXXIX, p. i5o et suivantes. 

(•) T. LXII, §§ 11 et H. 
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diffère pas essenliellement de celle primilivemenl employée par 
Cajlejr, mais ce n'est que grâce aux bases sur lesquelles Aroubold 
a établi la théorie que celle-ci a pu recevoir le développement 
remarquable qu'elle a trouvé dès lors en Allemagne. 

C'est ici que Clebsch intervient avec beaucoup de succès. Le 
Mémoire d'Aronhold (i858) lui permet de faire reposer (*) la 
théorie uniquement sur celte méthode symbolique (1861) et de 
ramener l'élude des formes d'ordre supérieur à celle des formes 
linéaires. 

Avec la méthode des Anglais, on se contente de fournir des 
formes invariantes en nombre quelconque; celle de Clebsch, au 
contraire, représentant symboliquement les invariants par un en- 
semble de déterminants, permet non seulement d'en déduire 
toutes ces formes, mais encore elle sert à définir ces dernières, en 
se limitant toutefois au cas où il n'y a qu'une série de variables, 
et celles qui leur correspondent par dualité. 

En se basant sur le caractère général de cette méthode, Clebsch 
se trouve conduit, entre autres, au principe de translation (^) 
{Uebertragungsprincip) ^ théorème bien connu ^ qui permet 
d'établir une relation étroite entre les formes de n et celles de 
n -h I variables. 

A la même époque, Clebsch donne une série d'applications 
intéressantes à la Géométrie des courbes et des surfaces algé- 
briques; nous citerons, comme particulièrement remarquable, 
son travail (') sur le problème des normales dans le cas des 
figures du second ordre. 

Nous pouvons restreindre au strict nécessaire les renseigne- 
ments sur les travaux de Clebsch, vu qu'à ce sujet, il existe déjà 
un exposé (*) détaillé, mettant en lumière les diflérentes branches 
qui se rattachent aux œuvres du grand savant. 

Les Mémoires précités de Clebsch (1861) et d'Aronhold (i863) 
donnent naissance à une nouvelle époque, que l'on reconnaît en 



(*) Journ, fur Math., LIX, p. 1-62. 

(») Loc. cit., § 7. 

(•) Journ, /tir Mat/i., LXII, p. 64-109; i863. 

(♦) Math, Afin., VII, p. i-5o; voir^ en part., p. 37-60; 1874. 

M. j. 
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ce que noire Scieoce prend alors un développement sysléma tique 
qui, dès ce momenl, a son centre en Allemagne. 

On constate, peu à peu, deux directions principales qui, en 
certains points, se distinguent très nettement l'une de l'autre. 

L'une, inaugurée par Clebsch, se propose d'approfondir, à l'aide 
des méthodes de ce dernier, l'étude du champ illimité des formes 
invariantes, afin de déterminer les rapports que celles-ci peuvent 
avoir entre elles; l'autre prend comme point de départ le pro- 
blème de V équivalence posé par Aronhold, c'est-à-dire celui de 
la transformabilité linéaire d'une forme dans une autre. 

En attendant, il se passe encore quelques années avant qu'il se 
produise, des deux côtés, un mouvement sensible. On s'accorde 
pour faire partir celui-ci de l'année 1868, époque à laquelle furent 
publiées la démonstration (*) de Gordan sur le nombre fini des 
svstèmes de formes binaires, et les recherches de Weierstrass sur 
l'équivalence des formes et faisceaux de formes bilinéaires (et 
quadratiques) basés sur l'élude des diviseurs élémentaires (^). 

Il j a donc lieu d'exposer seulement plus loin et en rapport 
avec les recherches de la nouvelle époque, les travaux (') de 
Clebsch et de Gordan (186^) sur les représentations typiques des 
formes binaires, ainsi que ceux de Kronecker (*) et de Christof- 
fel (^) sur les formes bilinéaires, bien qu'en apparence ces Mé- 
moires appartiennent à l'ancienne époque. 

PASSAGE A LA NOUVELLE PÉRIODE DE 1868 AU TEMPS PRESENT. 

L'année 1868 offre encore d'autres faits remarquables. Avant 
tout, il est important de remarquer que ce n'est qu'à partir de 
cette date qu'il devient possible, grâce à la publication Fort- 
schrilte der Mathematik, fondée par Ohrtmann et Millier (•), 



(*) Journ. fiir Math., L\IX, p. 3*23-354. 

(•) Berl. Ber., p. 3io-338; 1868. 

(») Annali di Mal. (2), I, p. 23-79. 

(*) Kronëcker, Journ. /tir Afalh., LXVIII, p. 273-285. 

(») ChRISTOFFEL, Id., p. 253-2/2. 

(•) Le premier Cahier du premier Tome (compte rendu de Tannée 1868) parut 
en février 1871. A partir du Tome XX, les Fortschr. der Math, sont publiés par 
Lampe avec la collaboration, etc. 
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publication unique en son genre dans les Sciences matliémaliques, 
d'avoir une vue générale sur ce qui se publie dans celle science. 

Dans le courant de cette même année paraissent deux Traités : 
Neue Géométrie des Raiimes de Pliicker (*) et Géométrie der 
I^^ge C-*) de Reje, qui ont eu pour effet d'augmenter largement 
l'inOuence de la Géométrie sur l'Algèbre. A ce sujet, nous devons 
menlionner, comme modèle, le travail remarquable de Klein (') 
(1868) dans lequel ce dernier applique à un faisceau de formes 
quadratiques la réduction précitée de Weierslrass, afin de ré- 
partir en plusieurs espèces les complexes linéaires du second ordre. 

Le théorème de Gordan sur le nombre fini des systèmes de 
formes une fois démontré, il y avait à faire une étude analogue 
pour d'autres formes particulières. Cela donna lieu à une foule de 
travaux auxquels Clebsch et Gordan prirent part en première ligne, 
et nécessita la création d'une nouvelle publication, des Mathema- 
tische Annalen (premier Cahier, décembre 1868) qui, dès lors, 
a toujours particulièrement favorisé notre théorie. 

DÉLIMITATION DU SUJET (*). 

Nous adopterons comme bases du présent exposé les deux di- 
rections fondamentales que nous venons d'indiquer : Véquii'alence 
et \ affinité des formes (Fonnenverwandlschafl). 

Il n'y a guère de branche en Mathématiques dans laquelle la 
théorie des transformations linéaires n'ait pénétré avec succès : 
aussi est-il nécessaire de bien délimiter le champ de nos considé- 
rations. 

Depuis 18-0 les travaux (*) de Klein et de Lie ont eu spéciale- 
ment pour but de montrer comment les propriétés des expres- 
sions qui restent invariantes pour une classe quelconque de trans- 

(^) Le tome II a été publié l'aanéc suivante par Klein. 

(") Ouvrage traduit en français par O. Chemin. Paris, 1881, chez Dunod, éditeur. 

(') Dissertation Bonn^ reproduite dans les Math. Ann., XXIII, p. 539-678. 

{*) L'ordre adopté pour les citations de ce paragraphe et du suivant n'a qu'un 
caractère provisoire. 

{•) Voir, par exemple, Math. Ann. y IV, p. 5o-84, 1872, et particulièrement Klein, 
Erlanger Programm de 1872. 

Dans ce qui suit, nous aurons souvent à renvoyer au Traité de Lie, Théorie 
der Transformationsgruppen^ t. I, Il et III, Leipzig, 1888, 1890 et 1898, publié 



20 INTRODUCTION. 



formations étaienl essentielleinent définies par le caractère ^du 
groupe de ces dernières, c'esl-à-dire par la propriété particulière 
de la multiplicité finie des transformations qui se reproduit tou- 
jours pour une combinaison quelconque de celles-ci. 

Dans le cas des transformations linéaires, le caractère du groupe 
ressort d'une façon très nette, car il est évident a priori que deux 
transformations linéaires, elTectuées Tune après Tautre, peuvent 
toujours être remplacées par une seule. A chaque groupe de sub- 
stitutions linéaires des variables correspondrait à la rigueur une 
théorie spéciale (*) des invariants; aussi ne prendrons-nous eu 
considération que les principales classes. 

En Algèbre, on examine surtout les formes dont les coefficienls 
sont considérés ou comme indépendamment variables ou comme 
dépendant d'un certain nombre de paramètres arbitraires : d'une 
façon analogue, on peut également envisager comme variables 
continues les coefficients de la substitution linéaire à laquelle on 
soumet les variables de la forme. Dans ce cas, on aura un groupe 
continu et fini (-). 

Cependant celte règle présente des exceptions importantes. 
Ainsi pour les formes transformables linéairement en elles-mêmes, 
il se présente des substitutions dont le nombre est fini et dont les 
coefficients possèdent par conséquent des valeurs numériques 
fixes. Ces groupes, j)orlant le nom de groupes de Galois, se pré- 
senteront aussi dans le problème de Téquivalence. Ils établissent 
en même temps un lien avec la théorie des équations. 

Par contre, dans la théorie des nombres et dans les branches 
qui en dépendent (dans la théorie moderne des fonctions aiito- 



par En gel. Nous le citerons pour abréger suivant Lie-Engel. Voir aussi Lie- 
ScHEFFERS, Anwendungeji der Gruppentheorie, Leipzig; 1893. 

Comparer à cela la part que prend Kronerker dans cette question fondamen- 
tale, voir Bert. Ber., p. 99 et suivantes, 1890. 

(») 11 est vrai que dans ce sens il n'a été produit encore que fort peu de chose, 
car les méthodes développées jusqu*ici font, soit dirertcmenl, soit indirectement, 
un usage continuel de diiTérentiations par rapport aux coefficients de substitu- 
tions, ces derniers étant par conséquent pris dans toute leur généralité. 

Tout récemment Maurer a caractérisé d'une façon générale les différentes classes 
de groupes de substitutions {Journ. fur Math,, CVII, p. 89-116; 1891). 

(») Pour ce qui est de la répartition des groupes de transformations, comparer 
Lie-Enoel, I, Introduction. 
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morphes), la variabilité des coefficients des groupes de iransfor- 
inations se trouve réglée par les lois arithmétiques; cette partie 
rentre donc dans le champ des variables discontinues. 

Les invariants (arithmétiques et transcendants) qui appartien- 
nent à ces sortes de groupes discontinus (*) demandent à être 
traités par des méthodes essentiellement difTérentes de celles qui 
se présentent en Algèbre; d'ailleurs les problèmes qui s'y ratta- 
chent prennent une autre direction, aussi ne ferons-nous qu'ef- 
fleurer ce sujet. 

11 en est de même des nombreuses recherches sur les formes et 
équations difierentielles obtenues en soumettant les variables indé- 
pendantes à des transformations absolument quelconques. Dans 
ce cas les différentielles des variables se transforment bien encore 
linéairement et Ton pourra encore jusqu'à un certain point (2) 
appliquer la théorie algébri(|ue des invariants, mais les coefficients 
de substitution contiennent les fonctions des variables elles- 
mêmes, dont le caractère arbitraire n'est restreint que par cer- 
taines conditions d'intrgrabilité. 

Nous ne nous arrêterons donc à ces groupes injinis que dans 
certains cas où leur caractère spécifique n'intervient pas et où l'on 
peut mettre en évidence les développements de la théorie des 
formes. 

Dans le champ de TAlgèbre proprement dite, il convient même 
de faire certaines restrictions. 

Depuis les travaux remarquables de Cremona, d'une part, cl ceux 
de Riemann, d'autre part, la théorie des courbes et des surfaces 
algébriques (c'est-à-dire celle des fonctions à une ou à deux va- 
riables) offre une série de propriétés importantes, ne dépendant 
ni de substitutions linéaires des variables, ni en général de trans- 
formations (algébriques) uniformes. 

Il est vrai qu'en principe ces dernières peuvent être ramenées 
à des transformations linéaires [c'esl-à-dirc aux '^-Gcbildc (')]; 



(') A ce sujet, nous renvoyons brièvement aux travaux do l*oinraré et Picard, 
d'une part, et à ceux de Klein, Hurwitz, Frickc, Bianchi, SloulT, etc., d'autre part. 

(') Lie lui-même, qui a le plus examiné le problème en question, ne s'étend pas 
davantage sur les considérations relatives à la théorie des formes. 

(*) Voir pour des développements à ce sujet, par exemple, le Traité de Klein- 
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cependant Texamen des questions de ce genre, au point de vue de la 
théorie des invariants projec tifs, n'a été entrepris que récemment. 

Inversement, certaines questions, dépassant dans une autre 
voie les limites de l'Algèbre, sont inévitables. 

Un des théorèmes les plus importants de Lie indique que Ton 
peut toujours /?ro/o/i^er (') le champ d'un groupe de transfor- 
mations continu et fini, en lui joignant les dérivées (jusqu^à un 
ordre quelconque) des variables non indépendantes prises par 
rapport aux variables indépendantes. Les invariants de cette na- 
ture, appelés invariants différentiels, présentent, si le groupe 
primitif est projectif, une grande analogie avec les invariants ordi- 
naires. Ceci justifie donc la place que nous accordons sur ce 
point aux travaux de Halphen et de Sj'lvester et des disciples 
qu'a formés ce dernier. 

Enfîn, quant aux applications de notre théorie aux autres bran- 
ches mathématiques, ce dont l'étendue exigerait un rapport spécial, 
il ne peut être question que de certains points qui nous paraissent 
tout particulièrement intéressants et qui permettront parla même 
d'illustrer et de donner plus de vie à ce rapport. 

Si, de cette façon, le champ des substitutions projectivesse pré- 
sente comme relativement restreint, son importance cependant se 
montrera dans des directions très diverses. 

D'ailleurs la méthode spécifiquQ développée ici pourra préci- 
sément servir de modèle pour d'autres théories. 

Non seulement l'étude des substitutions linéaires et de leurs in- 
variants forme une introduction naturelle à celles des transforma- 
tions plus générales, mais encore on se proposera toujours, par 
une marche inverse, de ramener au premier cas ces problèmes 
plus généraux. 

A ce sujet rappelons seulement qu'à tout groupe continu et fini 
correspond un groupe projectif, isomorphe par rapport au premier, 
et que le problème de la détermination des groupes d\me struc- 
ture donnée appartient précisément à la théorie des invariants de 
certaines formes trilinéaires. 



Fricke, Modulfankiioneriy III» Partie, Chap. II, Lripzig, 1R90, et, pour le ras 
particulier du genre/? = 3, Wiltheiss, Math, Ann.^ XWVIII, p. i-i3; 1891. 
(•) Lie-Engel, I, Chap. XXV. 
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DÉVELOPPEMENT PAR DEGRÉ DE LA NOTION D* I N V A R I A NCE. 

Êlanl donné un système déformes, si Ton soumet les différentes 
séries de variables à un certain groupe de substitutions linéaires, 
ces dernières représentent un groupe de substitutions (holoédri- 
quement isomorphe) des coefficients donnés. Tout invariant ho- 
mogène de ce groupe de coefficients, c'est-à-dire toute fonction ana- 
lytique des coefficients, homogène par rapport à chaque série de 
coefficients, qui ne change pas pour les transformations du groupe, 
serait, dans le sens le plus général du mot, un invariant absolu 
du système de formes. 

En particulier, si le groupe primitif des variables est le groupe 
projectif général (les coefficients étant de nature quelconque), les 
invariants rationnels du groupe de coefficients sont les fractions, 
déterminées par Âronhold, dans lesquelles les numérateur3 et les 
dénominateurs corresponden t aux i n variants ordinai res (ou relatifs) 
entiers et rationnels du système de formes. 

Si donc on veut faire entrer dans la définition ci-dessus ces 
dernières formes (et les invariants relatifs en général), il suffit de 
remplacer le groupe des variables par le sous-groupe que l'on ob- 
tient en donnant au déterminant de la substitution des premières 
la valeur fixe un. 

Après ces considérations qui permettent d'envisager à un point 
de vue unique les cas spéciaux indiqués plus bas, nous revenons 
au développement historique en traçant brièvement les princi- 
pales étapes. 

On partit naturellement des fonctions entières et rationnelles 
des coefficients, qui, par une transformation linéaire des varia- 
bles, se trouvaient reproduites à une puissance (entière) près du 
module de la substitution. Le cercle de ces formes fut bientôt 
agrandi en ce que Ton introduisit encore comme arguments les va- 
riables primitives et leurs cogrédientes. 

A côté de cette définition relative plutôt à la forme, vient se 
placer, plus tard, cette autre plus matérielle de Cajley qui consi- 
dère les formes invariantes comme solutions entières et ration- 
nelles 'de leurs équations différentielles. 

H vient ensuite une troisième définition due à Clebsch, envi- 
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sageant ces formes comme un ensemble de prodiiils symboliques. 

De plus, dans la première manière de définir les invariants, on 
a supprimé, pour le fadeur provenant de la transformation, le ca- 
ractère spécial et inutile d'être une puissance du module de la 
substitution, en exigeant simplement qu'il dépende d'une façon 
générale des coefficients de la transformation (mais non de ceux 
de la forme); cela résulte d'ailleurs de la première propriété 
citée, comme l'ont démontré plusieurs auteurs (*). 

Puis, on examina les formes primitives contenant plusieurs sé- 
ries de variables, celles-ci étant soumises seulement aux transfor- 
mations congrédientes ou contragrédientes. 

En 1872 (^), Clebsch établit parallèlement les variables qui cor- 
respondent aux différents éléments du premier ordre dans l'espace 
à n dimensions. 

Plus tard, Gordan (') et Capelli {^) ont été conduits à consi- 
dérer les formes que l'on obtient en effectuant sur plusieurs séries 
de variables des substitutions indépendantes entre elles. 

Tant que les formes invariantes, déduites d'un système donné 
de formes, sont entières et rationnelles par rapport aux diffé- 
rentes séries de variables, on peut les obtenir facilement, d'après 
Clebsch et Aronhold, au moyen de la notion primitive de l'inva- 
riance (dans le sens étroit) : dans ce but, il suffit d'adjoindre au 
système donné des formes linéaires auxiliaires. 



(' ) Clebsch, Biiiure Formeriy p. 3o6: 1872. Gham, Math. Ann.y VII, p. a34 ; 187'!. 
D'OviDio, Batt. Giorn.j XV, p. 187-192; 1877. Capelli, Meni. d. Litic^ p. 58a; 
1882. HoELDER, BÔcklen. Mitt.f I,p. 59-65; 1884. Elliot, Mess. y XVI, p. 3-8; i885. 
Mansion, Mess. y XV'I, p. 127-129; Brux, S. se. y XII, A, p. 47-49? 1887-88. Study, 
Methoderty p. 32 et suivantes; 1889. Deruyts, Théorie générale des formes 
algébriquesy p. 49» ^i^ge, 1891. Voir aussi la démo us tra lion de Kronecker, Ber/. 
Ber,y p. 609 et suivantes; 1889. 

( ■) Gottinger Abh., XVII, p. 1-62. 

(') GoKDAN, dans le cas de la résolution des équations du cinquième ordre. 
Math. Ann., XIII, p. 375-4o4, en part. p. 379; 1878. 

Capelli, dans l'étude des formes binaires doublement quadratiques, Batt. G., 
XVII, p. 69-148; 1879. 

Le système étudié par Gordan dans le cas d'une certaine forme doublement 
linéaire permet à Klein et Kricke { Modii/funklionen, t. Il, p. 127 et suivantes; 
189a) d'établir des équations modulaires. Comparer Klkin, Leçons sur l'ico- 
saèdrCy p. 282 et suivsknles^ cl Leipziger Dissertalionen, Fischer (1 885) et Fiedier 
(i8H5). ou encore Wolf. Zeit., X\\, p. ii^yiiv^. 
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Une généralisation effective ne devient possible que si l'on étend 
cette notion fondamentale de Tinvariance au champ irrationnel et 
transcendant. Si nous restons dans les limites de l'Algèbre, nous 
n'avons principalement à tenir compte que de racines d'équations 
irréductibles dont les coefficients sont des invariants entiers et 
rationnels. Les recherches les plus récentes (*) de Hilbert, Klein 
et Gordan ainsi que celles de Frobenius montrent que de telles 
formes irrationnelles se présentent effectivement si Ton suppose 
la forme primitive donnée sous une certaine forme canonique irra- 
tionnelle ou, ce qui revient au même, si Ton fait une extension 
convenable du champ primitif de rationnalité des coefficients. 

Dans son Traité (*) (1889), Sludy a fait ressortir avec beau- 
coup de clarté les différents degrés de la notion de l'invariance, en 
les plaçant en parallèle avec le:» bases arithmétiques des dilVé- 
rentes espèces de grandeurs algébriques, d'après Kronecker. En 
particulier, cet habile géomètre réussit à présenter une conception 
bien précise de la notion si délicate des covariants irrationnels. 

Christoffel (•') et, tout récemment, Maurer ('), ont fait des 
efforts dans une autre voie, en considérant des invariants tels, le 
groupe des coefficients restant projectif, que les expressions don- 
nant la transformation des variables deviennent rationnelles. La 
forme caractéristique des équations différentielles reste encore la 



même. 



Enfin, il faut encore mentionner la détermination des formes 
invariantes, entières et rationnelles, basée sur leurs sources. Ces 
dernières sont les invariants d'un certain sous-groupe du groupe 
primitif et satisfont, par conséquent, à une partie des équations 
différentielles des invariants ordinaires. 

Ces dernières années, Mac-Mahon et Cayley ont établi, pour le 
cas des formes binaires, une théorie spéciale des péninvariants 
(seminvarîanls). En vertu de leur méthode symbolique assez 
curieuse, cette théorie est en relation élroile avec celle des fonc- 



(') Voir au Chap. II, B. de ce Rapport. 

(') Consulter d'abord les Leipzig. Ber., 1887, puis l'introduction de son 
Traité, Afethoden, Leipzig, 1889 {Théorie des formes ternaires). 

(') GiiRisTOFFKL, Math. Ann., XI\, p. 280-ago; 1881. Maurer, Miinch. Ber., 
p. io3-i5o; 1888, et Journ. fiir Math., CVII, p. 8t)-ii6; 1891. 
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lions (•) symétriques. D'un autre côté, Sjlvesler et Perrin ont 
réduit ces formes à des expressions encore plus simples ('). 

La signification des sources permet, d'après Faà de Bruno (') 
et Hilbert (*), de déterminer les formes correspondantes à l'aide 
d'un procédé unique que l'on peut même étendre aux formes de 
plus de deux variables. 



(•) Caylky, Quart. /., XIX, p. i3i-i38; i883. Amer. J., VIT, p. i-25, p. 59-73; 
1884. Mac-Mahon, Amer.J., VI, p. i3i-i64; i883; t. VII, p. 26-47; i884; t. VIII, 
p. i-i8; i885. 

(*) Sylvestrr, Amer. /., V, p. 79-137; 1882; Perrin, Bull. Soc. Math.^ XI, 
p. 88-107; i883. 

(•) Amer. J., III, p. i54-i64î '88a, ou Journ. fiir Afath., XC, p. 186-188; cf, 
SiROH, Math. Ann., XXII, p. 402; i883. 

{*) Math. Ann., XXX, p. 15-29, ^^ part. p. 17. 



PREMIÈRE PARTIE. 

LE PROBLÈME DE L'ÉQUIVALENCE. 



A. — Équivalence des formes quadratiques et bilinéaires. 

Dans ce paragraphe, nous nous occuperons des transformations 
linéaires des formes quadratiques et bilinéaires; de plus nous 
traiterons encore, pour ces dernières, des Iransformations indé- 
pendantes effectuées sur les deux séries de variables. Ces formes 
se distinguent des autres en ce que deux tjpes de même espèce 
peuvent toujours être transformés linéairement l'un dans l'autre. 

Le problème, si important par ses applications, qui consiste à 
représenter une ou, simultanément, deux formes quadratiques en 
une somme d'un nombre le plus petit possible de carrés d'expres- 
sions linéaires, a déjà été examiné par Lagrange, Gauchy, Gauss, 
Jacobi, Pliicker, Hesse et autres (*). 

En i858 (2), Weierstrass a montré comment il y avait lieu de 
modifier les formules de Gauchy et Jacobi relatives à la réduction 
simultanée de deux formes quadratiques, lorsque le nombre des 
carrés est inférieur à celui des variables, c'est-à-dire lorsque les 
racines de l'équation caractéristique ne sont pas toutes différentes 
entre elles. L'auteur examine en particulier la transformation 
réelle de formes réelles. 

Quant aux faisceaux de transformations d'une forme quadra- 
tique en elle-même, étudiés par Gayley et Hermîte, nous avons 
déjà eu l'occasion d'en faire mention (p. 9). 

Les recherches sur les transformations des fonctions© ont con- 
duit Weierstrass au problème algébrique dans lequel on se pro- 

(') Consulter le traité de Baltzer : Determinanten ( traduction française par 
Houël). Voir, par exemple, les applications au problème des oscillations dans le 
Mémoire de Pockels, Ueber die partielle Differentialgleichung Au + k^u = o^ 
Leipzig, p. 44-^0 ; 1891, ainsi que dans celui de Roulh, Dynamics 0/ a system of 
rigid bodies, Part VII; 1890. 

(') Berliner Ber., p. 207-330; i8.58. — Hensel donne le nombre des transfor- 
mations réelles; J. fixr Math., t. CXIII; 1894. 



' 
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pose de ramener une forme billn(^aire de 2/i variables à la forme 
canonique d'une certaine somme de produits. Kronecker reconnut 
en 1866 (*) que, si le déterminant de la forme est différent de 
zéro, cette réduction peut être effectuée après résolution d'une 
résolvante caractéristique de /i'*™*' degré (à racines inégales). Il 
montra en même temps comment on peut ramener à ce cas le 
problème plus général de la transformation en elle-même d'une 
forme bilinéaire à l'aide des mêmes substitutions appliquées aux 
deux séries de variables. 

L'année suivante Christoffel (-) confirma ces résultats par la 
méthode d'Aronhold et établit le théorème important à savoir 
que le nombre de paramètres arbitraires contenus dans les coeffi- 
cients de la substitution coïncide avec celui des iuvarianls absolus 
de la forme. 

Dans son Mémoire de i8()(S, Weierslrass (') étudie, à un point 
de vue tout à fait général, le problème de l'équivalence de deux 
faisceaux de formes respectivement quadratiques ou bilinéaires. 
L'inlroduclion dos diviseurs élémentaires (*) lui permet de pré- 
senter les résultats sous une forme très simple. 



(') Journ. fiir Math., LXVIII, p. 2/3-285 ou Berl. Ber., octobre 1866. Con- 
sulter dans Glkbsch-Gordan : Abel'sche Funktionen (Leipzig, 1866), le chapitre 
sur les transformations linéaires des fonctions 0. I^'rdbcnius a étendu la trans- 
formation de Kronecker aux fonctions 6 à plusieurs variables {Journ. fiir 
Math., XCV, p. 264 et suivantes). Voir aussi Werkh, Annali di Mat., (2), IX, 
p. ia(i et suiv.; ib8o. et Wiltheiss, Math. Ann., t. XWI, p. 127 et suiv. ; 1886. 

(') Journ. fiir Math., LXVIII, p. 253-'.î72. 

(') Berl. Ber., p. 3io-338; 1868. 

Voir au sujet de ce problème : STicKKLiiKUOKn, Dissert., Berlin, 1874; Maureb, 
Dissert. y Strassbourg, i<S87; Ed. Weyu, Wiener Monatshef te, t. I; 1890. Ce der- 
nier prend comme base la théorie des matrices d'après Cayley. 

(•) On retrouve cette notion dans les travaux deSylvester; i>o//* plus haut p. 7. 
Récemment l'^robenius a appliqué la méthode des diviseurs élémentaires à l'équi- 
valence de deux formes binaires biquadratiques et à celle de deux formes 
binaires doublement biquadratiques {Journ. fiir Math., t. CVI, p. 126-188, §§4, 
5, 14; 1890). 

L'équivalence de deux formes binaires biquadratiques a été étudiée directe- 
ment par Klein à l'aide d'invariants irrationnels (Klein-Khicke, ModulfunkiiO' 
/le/t. Leipzig, §§4,5,6; 1890 ). 

Segrc a examiné la transformation linéaire simultanée de deux formes bili- 
néaires en leurs réciproques {Batt. G., t. XXII, p. ^9-33; i8S'|). 

Aux rcrherclics de Weierslrass et de Kronecker vient se rattacher un Mémoire 
de Study {Wiener Monatshef te, t. II, p. i-32, 1891) dans lequel l'auteur formule 
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Comme critérium de la transformabllité de deux faisceaux 
y H- X© et F 4- X^, l'un dans l'autre, il résulte que les détermi- 
nants dohent admettre les mêmes diviseurs élémentaires, 

Uq diviseur élémentaire est un invariant irrationnel du faisceau; 
cependant Kronecker (*) a donné (1874)3 ce critérium une forme 
rationnelle en remplaçant les diviseurs élémentaires par le plus 
grand commun diviseur de tous les mineurs d'un même ordre. 

Afin de pouvoir comparer, au point de vue de l'équivalence, 
les deux faisceaux de formes, Weicrslrass introduit (p. 3 19) cer- 
taines formes canoniques appropriées, dont les nouvelles variables 
dépendent uniquement des diviseurs élémentaires. Cette notion 
de formes canoniques qui, à première vue, peut paraître arbi- 
traire (*), dépend ainsi du problème général de l'équivalence (•'*) 
et reçoit de cette façon un caractère bien défini. 

La seule restriction que fait Weierstrass est Tliypothèse de 
l'existence des diviseurs élémentaires, c'esl-à-dire qu'il su])pose 
que le déterminant du faisceau n'est pas identiquement nul. Pour 
ce dernier cas, Kronecker a immédiatement (*) établi une forme 
canonique en répartissant les variables en deux groupes. De plus 
il montre que le procédé de Weierstrass est réversible pour Je cas 
des faisceaux quadratiques contenant au moins une forme de 
signe invariable. 

Six ans plus lard (18^4)? Kronecker (s) réunit ses recherches 
en un exposé général comprenant tous les faisceaux de formes 
/-hX'f, tant quadratiques que bilinéaires. 



pour les formes bilinéaires, certaines propriétés qui proviennent de la tliéurie des 
séries récurrentes. 

Dans les Comptes rendus de 1884 (t. XCVIIl), Poincaré (p. 344-352) et Picard 
(p. 416-4^7) ont considéré, pour la transformation en elle-même d'une forme 
bilinéaire à deux séries de trois variables homogènes, le cas où les variables et 
les coefficients correspondants sont des quantités complexes. 

Mentionnons encore la Dissertation (Berlin, 187Q) de Killing qui a appliqué les 
diviseurs élémentaires à la discussion de l'intersection de deux surfaces du second 
degré. 

(•) Berl. Ber., p. 60; 1874. 

(') FbiV à ce sujet la remarque de Kronecker. ^c/7. /?er., p. 72; 1874. 

(>) Il est vrai que jusqu'ici, pour les formes d'un ordre supérieur, on a surtout 
employé le procédé inverse. Cf. Sylvestkr, Cambr. and Dublin Math, J., t. VI, 
p. 193. 

(*) Berl, Ber., p. 339-346; 1868. 

(') Berl. Der., p. 39-76; p. i'i9-i56; p. 306-232; 187'^. 
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Si de celle façon la mélhode à I^aide du plus grand commun 
diviseur présenle une grande imporlance (Kronecker appuie tout 
parliculièremenl (*) sur les avanlages de ce procédé arilhmétique 
pour fixer les invarianls, en Topposanl à la méthode lillérale ordi- 
naire), un examen plus approfondi monlre pourtant que l'égalité 
de ces invariants ne suffit pas dans tous les cas comme critérium 
de Téquivalence. C'est ce que fournit seulement la notion fonda- 
mentale des faisceaux élémentaires^ à savoir ceux dont le 
déterminant est, ou une puissance entière d*une expression li- 
néaire, ou une quantité identiquement nulle. Un faisceau quel- 
conque peut toujours être représenté d'une seule manière à 
l'aide d'un ensemble de faisceaux élémentaires; ces derniers 
(ainsi que leur nombre) se présentent comme les véritables inva- 
riants de l'équivalence. 

La réduction d'un faise(îau à ses parties élémentaires exigeait 
une extension de la méthode de 1868; on y est parvenu en faisant 
disparaître les variables, non successivement l'une après l'autre 
(comme d'après Jacobi), mais par groupe en introduisant des 
variables canoniques. 

Dans un travail publié en décembre 1878, G. Jordan (2) était 
parvenu à d'autres résultats : il s'ensuivit une polémique entre 
l'auteur et Kronecker qui avait soumis ce travail à une critique 
serrée. 

Il ressort des belles recherches de Kronecker que, par un grou- 
pement convenable des variables, la méthode de réduclion de 
Weierstrass resLe encore valable (') dans le cas où le déterminant 
du faisceau esl identiquement nul, tandis que cette extension ne 
peut se faire, dans la mélhode de Jacobi, que pour les formes 
symétriques et alternées (bilinéaires). 



(*) Loc. cit. y p. 60. 

(») Comptes rendus, décembre 1873. La Note de Kronecker (Berl. Ber., p. 71- 
76; 1874) fui suivie de deux Communications de Jordan : Journ. de Liouville 
(2), l. XIX, p. 35-54, et Comptes rendus, mars 1874. Voir la réponse de Kro- 
necker dans les Comptes rendus, 1874, p. 1181, el un examen détaillé dans les 
Berl. Ber.^ p. qo6-232. Jordan donna une réponse défînitive dans les Comptes 
rendus, p. 1763. Son Mémoire sur les formes quadratiques dans le Journ, de 
Liouville (a), t. XIX, p. 397-422, est correct. 

(*) Loc. cit., p. i56, 211, 212. Pour la transformation de Jacobi, consulter le 
Journ. fur Math., t. LUI, p. 265-270. 
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Après avoir établi par là une ihéorie tout à fait générale 
des transformations indépendantes {incongrues) des formes et 
faisceaux de formes hilinéaires, Kronecker reprend (*) son 
ancien problème (de 1866) de la transformation d'une forme bi- 
linéaire en elle-même à l'aide de substitutions identiques (con- 
grues) effectuées sur les deux séries de variables. Ici encore, 
Fauteur résout la difficulté que présente le cas du déterminant 
identiquement nul, en introduisant (p. 4'^) quatre types réduits. 
Il définit encore les systèmes invariants de la transformation en 
prenant pour base la notion du plus grand commun diviseur (^). 
C'est dans ce même esprit que l'auteur a récemment (') complété 
ses recherches (1889 et 1890). 

Un rapprochement entre la méthode de la théorie des formes et 
la méthode arithmétique semblait dès lors désirable. Un premier 
pas dans ce sens a été fait par Rosenow (*) (1890). Il établit pour 
les formes bilinéaires de deux séries de trois variables, les inva- 
riants de Kronecker — qui, abstraction faite du déterminant, sont 
caractérisés par des nombres entiers — et, d'après cela, il répartit 
les formes en diverses classes. 

Si nous revenons à l'année i8^4i nous devons encore citer le 
beau Mémoire de Darboux (5), où les théorèmes de Weierstrass 
et de Kronecker se trouvent exposés d'une façon élégante dans 
toute leur généralité. Comme moyen auxiliaire, l'auteur introduit 



(*) Berl, Ber,, p. 397-4^7; 1874. 

(') Loc, cit., p. 435-438. 

(') Berl. Ber.y p. 1225-1237, i375-i388; 1889; p. 9-17, 34-44» 1890; p. 9-17, 33-44; 
1891. 

(*) Journal fur Math., CVIII, p. 1-24; Programm der 4- hôheren Burger- 
schule zu Berlin, Pâques 1891 et Pâques 1892. 

L'extension aux formes de n variables exigerait la connaissance des systèmes 
invariants algébriques correspondants. Ces derniers ne sont connus que d'une 
façon incomplète. Cf Mertkns, Krak. Denkschr., \, \II; i885, 1886. 

(•) Journal de Liouville, (2), XIX, p. 347-396. 

La méthode de M. Darboux a servi de base à un Mémoire récent de Sauvage : 
Sur les diviseurs élémentaires et ses applications {Ann. Éc. Norm., 1891). La 
notion de diviseur élémentaire s'y trouve exposée avec beaucoup de clarté. Par 
l'emploi de la suite de Darboux, l'auteur se trouve conduit directement aux 
formes canoniques de Weierstrass, rc qui fait complètement disparaître le carac- 
tère arbitraire qu'on pourrait leur attribuer. — Voir aussi les Mémoires de Sau- 
vage dans les Ann. de l'Éc. Norm. de 1893 et dans les Ann. de Toulouse de 
f8q1. H. F. 
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plusieurs séries de quantités arbitraires en bordant le déterminant 
du système. Lorsque le déterminant primitif passe par la valeur 
zéro, la série des déterminants se comporte comme la suite de 
Sturm au passage d'une racine d'une équation algébrique. 

Dans ce qui va suivre (*), nous nous occuperons principale- 
ment de la transformation en elle-même d'une forme respective- 
ment quadratique ou bilinéaire. 

Jusqu'ici on avait surtout en vue la détermination de substitu- 
tions telles qu'une forme donnée admette certaines tranformations 
assignées à l'avance. La question prit une nouvelle direction. On 
se proposa inversement de déterminer, dans le groupe général des 
substitutions, le sous-groupe permettant de transformer une forme 
quadratique (bilinéaire) en elle-même. Les formes mêmes passent 
à l'arrière-plan, tandis que le principal intérêt se concentre sur 
la structure du groupe des substitutions. Malheureusement, ce 
principe si fécond n'a encore pu s'enraciner qu'en des points 
isolés (^) de la tliéorie des formes. 

Rosanes (') fut le premier (1875) qui adopta cette nouvelle 
voie. Il montra, en se limitant aux formes quadratiques, qu'à 
chaque équation fondamentale et réciproque (^) de Cayley appar- 
tient un système asymétrique (5) de formes linéaires et, par 
conséquent, une forme quadratique correspondante. 

Ce principe a été développé dans toute sa généralité parFrobe- 
nius (*) (1877), qui a découvert les propriétés caractéristiques 
des substitutions qui laissent invariantes les formes quadrati(|ues 
ou, ce qui revient essentiellement au même, les formes bilinéaires 
respectivement symétriques ou alternées. 



(*) Comparer -A ca (\M\ précède la réduction d'une forme bilinéaire à une forme 
canonique au moyen de substitutions biortbogonalcs : Hcltranii, Batt. G. y \I, 
p. 89-107; 1S73, ainsi qiic les travaux de Cosserat, Ann. de l^oulouse, III, p. 1-12, 
et de Sylvester Comptes rendus^ CVIII, p. 65i-633, Mess. (2), XIX, p. i-5, 42-4''. 

(») Voir Maurer, J, fur Math,, CVII, p. 89-116; 1890. 

(") Journ, fur Math. LXXX, p. 62-72. 

(«) Voir un exemple très simple dans Brioschi, Aniiali di Tort., V, p. 201-206; 
18)4. La réciprocité de Téquation fondamentale a été démontrée d'une manière 
générale par Kronecker {Journ. f tir Math., LXVIII, p. 276; 1866). 

(*) Loc. cit., p. 59, 61. 

(•) Journ. fur Math., LXXXIV, p. i-63; cf. Comptes rendus, LXXXV, p. i3i- 
134. A ce sujet se rapportent encore les Mémoires suivants du même auteur : 
Journ. fiir Math., LXXXVI, p. '1^-71, 14Ô-208; 1879, et t. LXXXMIÏ, p. 9G-117. 
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Cependant nous devons mentionner que, déjà en i8^3, Bach- 
mann (*) avait étudié à ce point de vue les formes quadratiques 
ternaires en venant ainsi compléter les résultats d'Hermite. De 
son côté, ce dernier fît voir (^) comment on peut, de ses formules, 
déduire celles de Bachmann. 

Frobenius partit de cette idée très simple que le système des 
coefficients d'une forme bilinéaire représente une substitution 
déterminée de l'une des deux séries de variables. Cela lui permit 
d'envisager les transformations de formes bilinéaires, d'une ma- 
nière générale comme un composé de substitutions, et de fonder 
là-dessus un algorithme fécond dont les opérations offrent, par 
leur simplicité, une certaine analogie avec la multiplication des 
nombres complexes {extensive Zahlen), On en déduit immédia- 
tement les conditions que doivent remplir les substitutions per- 
mettant de transformer une forme en elle-même. 

Cet éminent savant nous présente dans son Mémoire des appli- 
cations fort remarquables à l'élude des systèmes de nombres com- 
plexes. Mais nous devons nous borner à les signaler; il en est de 
même des recherches de Lipschilz (^) et de Kronecker (') sur les 
liens étroits qui existent entre les quaternions(et biquaternions) 
et les substitutions orthogonales correspondantes. 

Par contre, nous consacrerons quelques lignes à l'application ( * ) 
des transformations bilinéaires au problème de Pfajfy d'autant 
plus que c'est précisément un exemple qui montre comment, dans 
certaines circonstances, la recherche des invariants de groupes 
infinis dans le champ de la théorie des fonctions, peut être ramenée 
à la détermination purement algébrique des invariants d'un groupe 
projectif. 



(•) Journ. fur Math., LXWl y p. 33i-34i. Voir Tannery, JSulL Darboux, 
XI, p. aai-a33; iS-jS. 

(>) Journ. fur Math. y LXXVIII, p. SaS-SaS; 1874. 

(') LiPscHiTZ, Untersuchungen uberdie Summe von Quadruteny Bonn, iSSli; 
Journ.de Math. (4)» H, 373-4'*o; 1886, et Berl. Ber. 1890; Kronecker, Berl. Ber., 
p.5a5-54i, 603-607,691-699, 873-884, io63-io8o,i375-i388; 1890, p. 9-17, 33-4^; 1891. 

(«) Frobenius, /oMr/i. fiir Math. y LXXXII, p. a3o-3i5; 1877. Voir Forsyth, 
Theory of différential Equations I, Chap. XI; Cambridge, 1890. Christofl'el a 
déjà fait une application analogue en 1870 {Journ. fiir Math. y LXX, p. 46-70). 
Lipschitz est arrivé aux niômes résultats à l'aide des méthodes du calcul des va- 
riations (yowr/i. /m/- Math. y LXX, p. 71-ioa, :>74-a87, aSS-ago: t. LXXII, p. i-56). 



3i LE PROBLÈSIE DE L'ÉQUIVALENCE. 

Le problème de Pfaff a pour but, comme on sait, de fixer les 
conditions pour que deux expressions difTérentielles linéaires 
données à n termes puissent être ramenées l'une à l'autre par 
une transformation générale par points. En supposant le pro- 
blème possible, Frobenius montre qu'un certain système ('), 
composé d'une forme bilinéaire alternée et d'une forme linéaire, 
est transformé en un système analogue par une certaine substi- 
tution (linéaire) congrue, tandis que les coefficients de la forme 
et ceux de la substitution, tout en dépendant des variables du pro- 
blème, jouent le rôle de simples constantes. La réciproque est 
également vraie. En examinant les propriétés de ces relations algé- 
briques, l'auteur prouve ('^) que tout revient à une égalité entre 
les invariants entiers/? de ces deux couples de formes, résultat 
que Lie venait de trouver à l'aide de sa théorie des groupes. Cet 
invariant caractéristique p n'est autre chose, comme le fait voir 
Frobenius, que le nombre des fonctions indépendantes dans l'ex- 
pression différentielle de Pfaff, prise sous sa forme canonique. 

Les recherches de Frobenius ont donné lieu à un travail de 
Stickelberger (3) sur les substitutions orthogonales ou, en général, 
sur celles qui laissent inaltérée une forme quadratique déterminée 
{dejinite selon Gauss). Dans un autre Mémoire (*), le même 
auteur complète d'une façon heureuse la réduction des faisceaux 
déformes bilinéaires, en montrant que l'évanouissement du déno- 
minateur dans la forme normale, ce qui rendrait cette dernière 
illusoire, peut toujours être évité. 

Il restait encore à traiter un problème important, celui d'étendre 
aux formes bilinéaires quelconques la théorie de Frobenius sur les 
transformations congrues de formes quadratiques en elles-mêmes. 

Ce fut l'objet des recherches de Voss(*). Le problème proposé 



(*) Ce syslème a élé examiné en détail par Morera en i883 (-4/// di Torino, 
t. XVIII, p. 383-^o3). 

(») Le Bull, des Sciences math. (p. i4-36, 49-^8, 1882) contient un exposé fort 
élégant du problème de Ffaiï par Darboux, où Tautcur met en évidence les pro- 
priétés d'invariance. La marche est assez analogue à celle de Frobenius. L*élude 
elle-même remonte cependant à l'année 1876. IL F. 

(*) Programm des Polytechnikums Zurich, p. 1-16; 1877. 

(•) Journ. fur Math.^ LXXWI, p. 2o-'|3; 1879. Voir sa Thèse; Berlin, 187'!. 

(*) Gottinger Nachr.^ p. 4aô-433; août 1887. 

Miinchener Abh.f XVII, p. 3-iai; 1S90. roi/- aussi Afùnch. fier., p. 175-211; i8S<). 
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se Irouvc ramené à cet autre cas plus simple qui consiste à Irans- 
former deux faisceaux bilinéaires donnés l'un dans Tautre au 
mojen de substitutions congrues. Les formules finales présentent 
une analogie frappante avçc celles de Cajiey et llermite. L'une 
des substitutions étant obtenue, on peut en déduire toutes les 
autres jouissant des mêmes propriétés, grâce à l'algorithme (*) 
introduit par Frobenius. Ce Mémoire apporte un perfectionnement 
dans les méthodes au point que les opérations auxib'aires de- 
viennent rationnelles. 

D'ailleurs, il est à remarquer que l'esprit de la méthode de Voss 
se révèle déjà dans son travail ('^) sur les substitutions ortho- 
gonales dont la publication coïncida avec celle du grand Mémoire 
de Frobenius en 1877. 

C'est encore à Voss que revient le mérite d'avoir reconnu dans 
une identité (') entre deux déterminants toute une série de 
théorèmes sur les diviseurs élémentaires qui avaient été démon- 
trés par Frobenius, Siacci, Stickelberger et Stieltjes. 

Nous avons cité plus haut une polémique entre Kronecker et 
Jordan. Ce dernier reconnut en principe les objections faites. De 
son côté il poursuivit ses recherches sur les transformations des 
termes quadratiques et publia ses nouveaux résultats en 1888 (^). 
La répartition des formes en classes et sous-classes, basée sur les 
diviseurs élémentaires de la fonction caractéristique, se trouve 
également étendue aux substitutions elles-mêmes. Il termine en 
donnant pour ces dernières quelques types canoniques. Mais, 
d'une façon générale, l'auteur a peu tenu compte des recherches 
des autres géomètres. 

Toutefois, l'on reconnaîtra, d'après l'exposé que nous venons 
de donner, que la théorie de l'équivalence des formes quadra- 
tiques et bilinéaires doit son développement actuel surtout à 
l'habileté des géomètres allemands. 
Nous avons dû omettre une série de sujets, en particulier le 



(') Dans les Munch. Ber.^ (p. 283-3oo, 1889) Voss traite le môme problème en 
I suivant une autre voie. 
I (*) Matk. Ann.y XIII, p. 3jo-374; 187S. 

(') Munch. IJer.j p. 3'^y-33ç); 1HS9. 

(*) Journ. de Math., (^), IV, p. 3^<j-3^>8. Voir aussi les Notes dans les 
Comptes rendus: 1888. 
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problème important de la canonisation d'une forme, pour nous 
occuper plus spécîalemenl des propriétés invariantes des substi- 
tutions. A ce problème se rattache le Mémoire de Gundelfinger(*) 
qui apporta une simplification et une généralisation dans la mé- 
thode de Jacobi et Pliicker pour la réduction d'une forme quadra- 
tique à une somme de carrés ; puis une série de démonstrations (^) 
du théorème d'inertie de Sylvester et l'étude des conditions (^) 
qui doivent être remplies pour qu'une forme quadratique de n 
variables puisse être représentée à l'aide d'une somme de moins 
de n carrés; enfin l'expression des coefficients canoniques sous 
forme de déterminants (*), 

Qu'il nous soit permis, à la fin de ce paragraphe, d'attirer 
l'attention des géomètres sur un point d'une grande importance. 

Bien que dans les travaux cités le caractère du groupe de sub- 
stitutions laissant invariantes les formes quadratiques et bilinéaires 
soit intervenu implicitement, nous sommes cependant encore loin 
de posséder pour ces formes une théorie complète basée sur le 
principe des groupes de transformations. Pour combler cette 
lacune il y aurait, en première ligne, à faire une élude approfondie 
des sous-groupes d'un pareil groupe et à appliquer ensuite les 
résultats aux formes elles-mêmes. 

Dans cette direction vient se ranger un travail de Werner {^) 
sur la détermination des plus grands sous-groupes pour le cas 
des formes quadratiques. De son côté, Lie(®) a examiné un cer- 
tain nombre de cas; il montre en particulier qu'un pareil groupe 
transforme en lui-même ou un point ou une multiplicité linéaire 
du système fondamental (obtenu en annulant la forme). Ce théo- 
rème a été confirmé dans une autre voie par Killing ('). 

Le groupe le plus important dans la théorie de Lie est celui 



(•) Journ, fur Math., XCI, p. 221-337; 1881. 

(') Voir, par exemple, de Prksle, Bull. S. M. F., XV, p. 179-181; 1887. 

(*) Bknoit, Comptes rendus, CI, p. 869-871; i885; Nouv. Ann.^ (3), V, 
p. 3o-36; i885; de Presle, Bull. S. M. F., XIV, p. 98-100; 1886; André, Bull. 
S. M, F. y XV, p. 188-192; Valyi, Hoppe Arch., (2), VI, p. 445-448; 1888. 

(•) Voir, par exemple, Studnicka, Prag. Ber., p. 256-265; 1888. 

(») Math. Ann.y XXXV, p. ii3-i6o; 1889. 

(«) Abhandl. der Ges. d. W. zu Christiania, i885. 

{') Math. Ann., l. XXXVI, p. 239-254; 1890. 
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(à trois paramètres) qui laisse invariante une forme quadratique 
à trois variables. Suivant qu'il est ou non contenu comme sous- 
groupe dans un groupe de transformations de n (? 3) variables, 
celles-ci se répartissent essentiellement en deux classes diffé- 
rentes. Cette répartition des variables correspond, comme Tout 
fait voir Engel (* ) et Killing (*), à celle en groupes intégrables et 
non intégrables (employés pour l'intégration des équations diffé- 
rentielles) que l'on retrouve dans un travail antérieur de Lie ('). 



B. — Équivalence des formes non qaadraticpies. 

a. — Systèmes de formes transformables linéairement l'une dans l'autre. 

Si l'on fait abstraction des formes quadratiques et biltnéaires, 
il semble que c'est Clebsch (*) le premier (1870) qui se soit de- 
mandé si la condition d'égalité des invariants absolus, nécessaire 
d'après Aronhold, était toujours suffisante pour que deux formes 
soient transformables linéairement l'une dans l'autre, et en se 
proposant, au cas contraire, de rechercher les autres conditions 
qu'exige une pareille transformation. On peut en effet construire 
des exemples simples qui montrent l'insuffisance de la première 
hypothèse (*). 



(') Leipz. Ber., p. 95-99; 1887. Cf. Fortsch. d. A/., XIX, p. 356; 1887. 

(*) Math. Annalen, XXXVI, p. 172; 1890. 

(*) IVorweg, Arch.f III, p. 11 2-1 16; 1874. 

Voir une application au système des nombres complexes, Sgiieffers, MatluAnn.y 
XXXIX, p. 293-390; 1891; de même, Study, Oott. Nachr. et Leipz. Ber. ^ de 1889. 
Wiener Monatsh., I, 1890, II, 1891. Stcphanos a établi une étude du système des 
nombres complexes en se basant sur la théorie des formes; Athènes, Jubilé 1888 
(en grec). Consulter aussi Poincaré, Comptes rendus^ XCIX, p. 740-742; 1884. 

(*) Math, Ann,f II, 373-382. 

(*) L'exemple le plus simple est certainement celui d'une forme binaire du 
sixième degré à élément triple. C'est à ce fait qu'est due une erreur commise par 
Cayley dans son calcul des modules d'une classe de formes ternaires {Math. 
Ann.y III, p. 268-271; 1870). 

Bolza a étudié l'équivalence des formes binaires du sixième degré dans les 
Math. Ann.y XXX, p. 546-552, 1887. Un exposé détaillé de son élude se trouve 
dans le American Journ., X, p. 47-70, 1887. 

D'ailleurs le critérium de l'égalité des invariants absolus n'est plus applicable 
au cas où tous les invariants de chacune des deux formes s'évanouissent, c'est-à- 
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Un premier moyen permettant d'aborder ia question est offert 
par la représentation typique des formes, dont les coefficients 
sont, comme Ton sait, eux-mêmes des invariants. On voit alors 
sans peine que, si deux formes peuvent être ramenées à la fornne 
type par des substitutions linéaires, il existe, à coup sûr, une 
substitution donnant le passage de Tune des fonctions à Tautre. 
ÏI s'agit ensuite d'indiquer jusqu'à quel point une pareille repré- 
sentation typique peut avoir lieu. Un raisonnement facile montre 
qu'il y a certainement équivalence entre deux formes binaires 
(de même ordre) si, outre les invariants absolus, il y a coïnci- 
dence entre un couple de covariants indépendants, linéaires ou 
quadratiques, suivant que Tordre des formes est pair ou impair ( * ). 

Cependant cette voie ne semble pas conduire à une solution 
complète du problème : nos connaissances sur la représentation 
typique des formes d'ordre supérieur sont encore très insuffisantes. 

Par contre, la méthode d'Aronhold, signalée dans l'Introduc- 
tion, nous offre un moyen direct; aussi a-t-ellcété développée par 
plusieurs géomètres. 

ïl s'agissait d'abord de calculer les invariants absolus directe- 
ment par voie algébrique, sans avoir recours aux équations diffé- 
rentielles. Gram (2) a résolu cette question (1874)? en s'appuyant 
sur les groupes de substitutions. Si, d'après Aronhold, on forme 
successivement les résultants d'un couple de formes F et F', puis 
d'un second couple F et F'' et qu'on élimine entre ce double sys- 
tème les coefficients de F, il en résultera immédiatement l'éga- 
lité des invariants absolus de F et de F'. 

En examinant la réciproque, l'auteur se trouve conduit au 
théorème suivant : « Les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu'on puisse transformer l'un dans l'autre deux systèmes de formes 



dire si les invariants absolus deviennent indéterminés. De pareilles formes ont 
été étudiées par Hilbert {Gôtt. Nachr., p. 6-96, 439-4^95 ^^9"^ ci Math. Ann,, 
XLII, p. 3i3-3i7; 1893). L'exemple le plus [simple est celui de deux formes bi* 
quadratiques ayant l'une» un élément triple, l'autre, un élément quadruple. 

(') Voir les exemples dans le Mémoire de Clebsch et Gordan, Annali di Alat., 
(3), I, p. a3-79; 1867. 

(') Math. Ana., VU, p. a3o-24ï. Consulter la méthode de GundeIGnger dans 
Sa/mon-Fiediery p. f\!)2-^bS; 1877, ainsi que les considérations de Study dans son 
Traité Methoden. . ., p. 104 et suivantes; 18H9. 
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quelconques sont : i*' que les invariants absolus soient égaux; 
2*' que les mêmes covariants s^ annulent identiquement ». 

Il reslaît encore à délimiter le domaine des classes de formes 
pour lesquelles l'égalité entre les invariants absolus suffit à l'équi- 
valence. Cette question a été traitée par Christoffel (*), qui, 
comme Gram, a pris pour base le principe d'équivalence de Gauss. 
Il réussit à pénétrer le sujet sans faire préalablement des hypo- 
thèses sur la forme des équations finales. Le problème se trouve 
précisé en ce sens que l'auteur se propose de rechercher toutes 
les formes équivalentes à une forme donnée. 

Afin d'étudier les propriétés des équations de conditions entre 
les coefficients des formes cherchées, Christoffel élimine les coef- 
ficients de substitution dans un ordre quelconque, en imposant 
cependant une marche systématique à chacun de ces derniers. De 
cette façon, il devient possible de reconnaître quels sont les coef- 
ficients inconnus qui entrent dans les conditions de l'équivalence, 
et de même quels sont les coefficients de substitution encore 
présents dans les équations finales. Tout dépend du nombre de 
ces dernières et Ton montre que ce nombre est indépendant de la 
marche adoptée pour l'élimination. Ce nombre atteint en général 
son maximum n^ {n étant le nombre des variables), si, d'après 
Aronhold, le discriminant de la forme est différent de zéro. 

En excluant (^) toutes les /ormes pour lesquelles ce nombre 
maximum n^est pas atteint, cet éminenl savant prouve que l'é- 
quivalence de deux formes ne dépend effectivement que de la coïn- 
cidence des invariants absolus. Le nombre de ces derniers se 
trouve ainsi déterminé par une nouvelle méthode. 

Il serait évidemment désirable que l'on expliquât, au point de 
vue de la théorie des invariants, les conditions énoncées par 
Christoffel. Dans tous les cas, les coefficients de substitution ne 
peuvent plus contenir de paramètre variable, c'est-à-dire que les 
formes proposées ne peuvent plus admettre des faisceaux de trans- 
formations, comme l'on doit également rejeter le cas où tous les 
invariants de l'une des deux formes disparaissent (^). 



(') Math. Ann.f XIX, p. 280-290. Voir Study, /. c. 

4') Voir les remarques de Lie dans sa Préface, Lie-Engel, Trans/ormations- 
gruppen, t. III; 1893. 
(*) Le cas d'exception / = jJ H- 3x\x, cité par ChrislofTcl (p. qS'i) csl précisé- 
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Veltmann (*) a essayé de modifier la méthode d'élimination 
d'Aronhold, en partant, inversement, de l'égalité des invariants 
absolus, afin d'en conclure les conditions de transformation; mais 
cette marche n'aboutit à aucun résultat nouveau. 

Le problème de l'équivalence ne sera susceptible d'une solution 
satisfaisante que lorsque nous aurons acquis, au point de vue de 
la théorie des formes, des connaissances plus profondes des difie- 
renles espèces de formes ('). 

Ce serait ici la place d'examiner les transformations particulières 
qui pernietlent de réduire une forme donnée à certaines formes 
canoniques employées dans la pratique; cependant, comme dans 
le développement historique du sujet, la question des irration- 
nels qui s'y présentent a pris une place prépondérante, nous abor- 
derons ce problème dans la deuxième Partie (liB)de ce Rapport. 

6. — Formes transformables linéairement en elles-mêmes. 

En découvrant les invariants d'une forme ou d'une série de 
formes, on avait simplement reconnu des fonctions de leurs coef- 
ficients qui, sous l'effet de certains groupes de substitutions li- 
néaires, se reproduisaient à un facteur près, lequel ne dépend que 
des coefficients de la substitution et que l'on peut d'ailleurs 
prendre égal à l'unité. 

Si ces invariants sont d'une conformation spéciale par rapport 
à leurs arguments (ils doivent vérifier certaines équations aux dé- 
rivées partielles), le caractère général des formes proposées per- 
mettait cependant de donner plus d'extension aux modes de for- 
mation des invariants. 

On dut avoir recours à de nouveaux moyens auxiliaires, afin de 
pouvoir détacher la notion de l'invariance de la base des formes 
originales, en s'imposant comme but la recherche de toutes les 
formes d'un nombre déterminé d'arguments, qui se transforment 



ment de ce dernier type. Les deux invariants SetT (d'AronhoId) disparaissent: 
il en est par conséquent de même pour tous les autres. 

(') Schlom. Z., XXII, p. 277-298; 1877 et t. XXXIV, p. 32i-33o; 1889. 

(") L'équivalence par rapport à des transformations d'ordre supérieur (par 
exemple la transformation de Tschirnhausen pour les formes binaires) n'a guère 
été traitée jusqu'ici. 
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en elles-mêmes pour certaines substitutions effectuées sur ces der- 
niers, ou, réciproquement, ce qui revient essentiellement au même, 
en cherchant à déterminer tous les groupes de substitutions à n va- 
riables et les invariants (entiers et rationnels) correspondants. 

Dans ce qui suit, nous nous limiterons surtout aux groupes finis 
de substitutions de Galois (*), les groupes à paramètres arbi- 
traires (^) n'ayant encore guère été traités au point de vue de la 
théorie des formes. 

Dans les formes de cette espèce nous trouverons d'abord les 
formes binaires, auxquelles on est parvenu par des considérations 
de la théorie des fonctions. 

H.-A. Schwarz (3) les a obtenues en recherchant les intégrales 
algébriques de Téquation différentielle lijpergéométrique, qui est 
linéaire et du second ordre. Le quotient s de deux solutions par- 
ticulières ^i , y2 satisfait lui-même à une équation différentielle 
du troisième ordre. Ce rapport détermine la représentation con- 
forme du demi-plan de la variable indépendante x sur un triangle 
limité par des arcs de cercle et dont on peut former le prolonge- 
ment analytique. 

Dans le cas où s doit être une fonction algébrique de x, il faut 
que le nombre de ces domaines soit fini. 

Schwarz se trouve ensuite conduit au problème qui consiste 
à trouver les triangles sphériques dont la reproduction symé- 
trique sur la sphère ne conduit qu!à un nombre limité de 
triangles différant les uns des autres par leur position, pro- 
blème implicitement (*) équivalent à celui que nous avons énoncé. 



(*) Voir plus haut les définitions, p. 20. Il importe de remarquer que, de son 
côté, Lie entend par groupe fini celui qui dépend d'un nombre fîni de paramètres. 

Le fait qu'à tout groupe fini correspond toujours un système complet d'inva- 
riants a été démontré seulement plus tard par Hilbert. 

(') Nous devons nous borner à mentionner les travaux de Klein et de Lie, 
Comptes rendus, juin 1870, Math, Ann., IV, p. 5o-84, auxquels viennent se 
rattacher plus tard ceux de Lie, Halphen, Sylvester, Poincaré, Picard et d'autres. 

(') Journ. fur Afath.f LXXV, p. aga-SSS (voir Verhandl. der Schweizer Na- 
turf. Ces,; 1871). Le Chapitre VI du Mémoire de Schwarz contient des rensei- 
gnements bibliographiques sur ce sujet. 

On trouvera dans le tome I de la Théorie des surf aces (Livre II, Chap.IV)de 
M. Darboux un exposé fort élégant de la méthode de Schwarz. H. F. 

{*) Le point de vue du groupe fini de substitutions apparaît cependant seule- 
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Cel éminent savant développe les formes correspondantes et donne 
la relation qui existe entre deux covariants rationnels et la forme 
originale. 

De son côté, Klein (^), sans avoir eu connaissance des travaux 
de Schwarz, a été conduit directement à la détermination des 
groupes finis, linéaires et binaires et des formes correspondantes. 
Ses considérations reposent, d'une part, sur rinterprélalion, d'a- 
près Riemann, de la représentation de la variable complexe (2) sur 
la sphère, d'autre part sur la signification géométrique d'une trans- 
formation linéaire. On sait que ces transformations peuvent être 
rapportées sans ambiguïté aux mouvements réels (') dans l'espace. 

Les groupes finis de ces mouvements s'obtiennent par des con- 
sidérations très simples. Si nous faisons abstraction àw groupe cir- 
culaire et du groupe du dièdre dont nous n'aurons pas à faire 
usage dans la suite, il nous reste à considérer les groupes de rota- 
tions qui ramènent sur eux-mêmes les cinq corps polyédriques 
réguliers. On voit facilement qu'on peut se limiter au tétraèdre, 
à l'octaèdre (ou cube) et à l'icosaèdre (ou dodécaèdre); ces 



ment dans le Mémoire de Klein; il en esldc même de la notion et de la formation 
du système complet correspondant. Schwarz ne fait usage ni de variables homo- 
gènes, ni de covariants. 

(») Erlanger Ber., juillet 1874. Dans une Note suivante {Erl. Ber.,déc. 1874 ), 
Klein examine et développe le travail de Schwarz; dans celle de juillet 1873 
{Erl. Ber.), il traite les résolvantes du cinquième et du sixième ordre de l'équa- 
tion de l'icosaèdre. Un exposé général se trouve dans les Math. Ann,, t. IX, 
p. 1 83-2 08. 

(■) Le rapport anharmonique de quatre quantités complexes a d'abord été in- 
troduit par Mobius. Au sujet de la représentation sur la sphère, consulter Wede- 
KiND, Dissertation; Erlangen, 1874; BeitràgCf etc., Erlangen, 1875; Math. Ann., 
IX, p. 209-217. Pour les formes binaires à coefficients complexes, voir Beltrami, 
Mem. di Bologna, X, 1870. ^ 

Les considérations de Klein ont été étendues à un espace quelconque par Bier- 
MANN {Wien. Ber., XCV, p. 523-548; 1887) et par Goursat {Comptes rendus, 
CVI, p. 1786-1789; 1888). Voir le Traité de Clebsch-Lindemaun, II, i, Abth. 
3, IX, X (édition française, t. II, Chap. II). 

(') Consulter, par exemple, Lindemann, Math. Ann., VII, p. 56 et suivantes. 
Jordan a fait une étude détaillée des groupes de mouvements réels dans les An- 
nali di Mat. (2), II, iG8-2i5, 3?.o-345; 1869. ^^ consultera aussi les Mémoires 
de Schunflics {Math. Ann., t. XXVIII, p. 819-342; XXIX, p. 5o-8o; XXXIV, 
p. 172-203; 1889). 
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groupes comprennent respectivement n = i2, 9.4? ^o rotations. 

Il s^agit maintenant d'élablir le système complet des formes 
d'un pareil groupe, c'est-à-dire un ensemble de formes telles que 
toutes les autres puissent être exprimées en fonction entière et ra- 
tionnelle de celles-ci. En partant du principe simple que les cova- 
riants doivent être transformés en eux-mêmes par les mêmes 
substitutions linéaires que les formes fondamentales^ on arrive 
à la loi suivante. 

Si l'on applique les opérations de l'un des trois groupes à deux 
valeurs initiales arbitraires (points de la sphère), il en résulte 
chaque fois n valeurs qui sont racines de deux (équations ir = o, 
Tr'= o. Le faisceau linéaire contient alors trois (et seulement 
trois) puissances entières des formes fy H, T. Ces formes, aux- 
quelles on joint un invariant unique, constituent le système com- 
plet du groupe (*). 

Il existe ainsi une relation linéaire entre ces puissances de y, H, 
T; H est le hessien de y, et T est le déterminant fonctionnel de 
ces deux formes. 

Le groupe de Ticosaèdre donne lieu à un faisceau de formes 
du 60* ordre; ce faisceau contient respectivement les puissances 
cinquième, troisième et seconde des formes y 2, H^oj T30 (l'indice 
indiquant l'ordre de la forme) ;/"= o donne les sommets de l'ico- 
saèdre, H = o ceux du dodécaèdre etT = o les points milieux 
des aréles de l'un des deux corps. 

Dans les deux premiers cas, on obtient d'une façon analogue 
les sommets du tétraèdre par l'équation f^=o et ceux de l'oc- 
taèdre par l'équation f^ = o. 

Les Irois formes /jouissent de cette propriété remarquable que 
leur quatrième composé (4'*^ Ueberschiebung) (/,/)* est identi- 
quement nul ; réciproquement, ces formes se trouvent entièrement 
caractérisées par cette propriété et leur ordre (le discriminant étant 
différent de zéro). 



(") Afath. Ann., IX, /. c, Voir § 4. — TI faut cependant remarquer que, outre 
les formes invariantes que nous fournit la théorie des formes, il intervient ici 
encore certains invariants déterminés par les propriétés des groupes de substitu- 
tions. Ainsi, dans le cas de la forme de l'icosacdre, il se présente un invariant 
rationnel (sans être entier et rationnel) par rapport aux coefficients de la forme 
fondamentale; voir Math. Ann. y I\, p. 198. 
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C'est en s^appuyant sur ces considérations géométriques que 
Klein (*) est parvenu à établir une théorie générale de Péqualion 
du cinquième ordre; Téquation de Ticosaèdre /i2 = o y joue, 
comme on sait, un rôle fondamental. Les résultats obtenus par 
cet éminent savant coïncident exactement avec les formules don- 
nées antérieurement par Brioschî, IJermite et Kronecker. 

Nous avons maintenant à montrer le lien qui rattache les 
groupes finis de substitutions et leurs formes aux équations difTé- 
rentielles linéaires. 

Les intégrales générales d'une équation différentielle linéaire 
d'ordre /i et à coefficients rationnels peuvent élre exprimées en 
fonction linéaire et homogène de n solutions particulières yx^ 
y^i -'•')yn linéairement indépendantes. Lorsque la variable J!" 
décrit un contour fermé autour d'un point singulier de Péquation, 
les y sont soumis à une substitution linéaire à coefficients con- 
stants (^) ; c'est cette substitution qui constitue le groupe de l'équa- 
tion. Si cette dernière ne possède que des intégrales algébriques, 
le groupe est fini, et réciproquement. 

C'est précisément là la base du Mémoire (^), (1873) de Fuchs, 
auquel viennent se joindre ceux de Jordan, de Iviein et de Brioschi. 

Mais c'est à Fuchs que revient en première ligne le mérite 
d'avoir découvert la relation fondamentale entre les formes 

qui appartiennent au groupe de l'équation différentielle linéaire. 
Supposons avec Fuchs que l'équation différentielle soit du se- 
cond ordre et mise sous sa forme réduite. Si cette équation ne 
doit posséder que des intégrales algébriques, il devra exister cer- 



(•) Voriesungen iiber das Ikosaeder und die Auflosung der Gleichungen 
fiinften Grades [Leçons sur Vicosaèdre et la résolution des équations du cin- 
quième degré], Leipzig, 188^. Voir aussi Erlanger Ber., 1876-77; Math. Ann., 
XII, p. 5o3-i)6o; 1877, ainsi que les Mémoires imporlants de Gordan dans les 
Math. Ann., XWIII, p. i52-i66, XXIX, p. 3i8-336; 1887. 

(') Consulter les travaux fondamentaux de Fuchs dans le Journ. fiir Math., 
LXVI, p. 131-160, 1866; LXVIII, p. 354-385; 1888. Le Ihéorème même est dû à 
Riemann. 

(') Gôtt. Nachr., p. 568-58i, 6i2-Gi3; 1875. Journ. fiir Math., LXXXI, p. 97- 
i^a; 1876. Dans le Journ. fiir Math., LXXXV, p. 1-26, l'auleur fait une étude 
systématique des formes primaires. 
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laines formes /(y 1,^2)» qui sont racines d'une fonclion ration- 
nelle. Ces formes primaires (Primformen) coïncident avec les 
formes ir-hÂni' du groupe de l'équation {vojez la note (*) p. 43); 
les formes primaires de l'ordre le plus petit n sont caractérisées 
par le fait que tous leurs covariants d'un ordre < n disparaissent 
identiquement ( * ). 

II en résulte que l'ordre n ne peut admettre qu'un nombre /t- 
mité de valeurs; ne sont possibles, d'après Fuchs, que les valeurs 

/l = 2, 4j 6, 8, lO, 12. 

Klein (*) s'est proposé réciproquement d'élablir d'une façon 
explicite tous les types d'équations différentielles du deuxième 
ordre de cette espèce. Les résultats qu'il avait obtenus antérieure- 
ment lui ont permis d'écrire immédiatement cinq types différents 
pour l'équation intégrale à laquelle doit satisfaire le quotient r\ de 
deux solutions algébriques particulières yx^ y^ de l'équation 
donnée. De là, il passe aux cinq équations différentielles du troi- 
sième ordre correspondant à yi. Il se présente ce fait remarquable 
que ces dernières résultent directement de l'équation du troisième 
ordre rencontrée par Schwarz, dans son étude de la série hyper- 
géométrique, lorsqu'on y remplace l'argument x par une fonc- 
tion (') rationnelle de x. On trouve, en même temps, que le ta- 
bleau des formes primaires établies par Fuchs contient des formes 
superflues (*). 

Les invariants et covariants des formes primaires ont été obtenus 



(*) La réciproque a été résolue affirmativement par Gordan, voir plus bas. 

(' ) Erl, Ber.j 1876, ou Afath. Ann., XI, p. ii5-ii8, traduction française dans le 
Bull, des Sciences math.f (a), I, p. i8o-i84; 1,877; ^cLth. -«4 /in., XII, p. 167-180. 
Les types trouvés par Jordan dans les Comptes rendus, t. LXXXII, p. 605-607, et 
l. LXXXIII, p. io35-io37, n'étaient pas suffisants. Voir la note de Klein, Math. 
Ann., XI, p. 118. 

(') Inversement, une équation dilTérentielle donnée pour r^ permet de déter- 
miner R (x). 

Briosrhi {Afath. Ann., XI, p. 4oi-4ii; 1877. Rend, Ist. Lomb., (a), X, p. 48- 
58) a déterminé la fonction H dans le cas des trois points singuliers, pour tous 
les types réduits de Schwarz (Journ. f. Matk.f LXXV, p. 3a3) sauf trois. Ces 
derniers ont été obtenus par Klein, Math. Ann., XII, p. 175 et 176. Voir la con- 
firmation donnée par Cayley, dans le même recueil, t. XVII, p. 65-66: 1880. Con- 
sulter la dissertation de Fischer, Leipzig, i885, et la remarque de Klein, Math. 
Ann, XXVI, p. 463; 1886. 

(♦) Voir Math. Ann., XI, p. iiS. 
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d^une façon très habile par Brioschi(M, en introduisant les formes 
associées de Hermite. 

L'étude algébrique des formes binaires admettant des trans- 
formations en elles-mêmes a été faite en premier lieu par Gor- 
dan (^). On ramène d'abord une substitution binaire S à une fornic 
normale dans laquelle, outre la forme quadratique déterminant 
les deux éléments coïncidants de S, il apparaît un angle variable cp, 
argument de S. L'argument de S" sera simplement no] si S doit 
appartenir à un groupe d'ordre fini, il faut que /icp soit un mul- 
tiple de n. 

Si Ton a deux substitutions S et T, ayant respectivement les 
arguments (p et^, et si $etW sont les arguments des substitutions 
composées ST et S""* T, il existe entre ces quatre angles la relation 
simple {L c, p. aS) 

cos* -f- cosV = cos(«p H- «l') -H cos(cp — ^). 

En s'appuyant sur cette relation et sur la décomposition des sub- 
stitutions suivant leurs périodes, on est conduit à ramener la ques- 
tion au problème suivant de la théorie des nombres (/. c, p. 29) : 

Trouver des valeurs rationnelles de <pi, Q2) ?3 satisfaisant à 
Téquation 

I -h COS^i -H COSÇ2 -h COSÇj = O. 

La suite du problème dépend d'un théorème de Kronecker sur 
l'irréductibilité de l'équation cyclique généralisée. 

Comme résultat on parvient naturellement aux cinq groupes 
de Klein; mais ils sont présentés sous une forme canonique très 
pratique. 

Dans un autre Mémoire ('), Gordan prend, comme définition 
des formes primaires d'un ordre moindre n, la propriété signalée 
par Fuchs, en vertu de laquelle leurs covariants d'un ordre <Z n 
s'évanouissent identiquement. De cette façon on démontre direc- 
tement que les formes/0,/12 de l'octaèdre et de l'icosaèdre pos- 
sèdent la propriété mentionnée. La réciproque n'est pas sans pré- 

(0 Math. Ann., XI, p. ^401-411. 

(') Math. Ann., XII, p. 23-4(3; 1877. ^'^"* encore Halphen, Sav, étrang.^ 
t. XXVIII, i88o-i883. 

(M Math. Ann.j XII,' p. 147-16G; 1877. " La définition de Gordan est modifiée 
en ce sens qu'elle exclut a priori les formes à facteur multiple. 
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scnlcr quelques difficultés. Une étude approfondie des covariants 
d'ordre le plus faible, dont le dernier composé (Ueberschiebung) 
avec f disparaît identiquement, permet cependant à Gordan 
d'affirmer que ces formes sont les seules de cette espèce. 

Finalement Wedekind (*) et Brioschi (•), en se livrant à une 
élude comparée des coefficients, sont parvenus à conclure que 
l'évanouissement identique du quatrième composé d'une forme 
binaire avec elle-même, si l'on fait abstraction des formes fu 
ayant un facteur linéaire d'ordre n — i, conduit aux formes f,^^ 
J^tfxi du tétraèdre, de l'octaèdre et de l'icosaèdre (^). 

Jordan généralise le problème ('*) et l'examine d'abord uni- 
quement au point de vue de la théorie des substitutions. 11 se 
propose donc d'établir les différents groupes d'ordre fini qui sont 
contenus dans le groupe linéaire à n variables et d'en appliquer 
les résultats aux équations difl'érenti elles linéaires. La discussion 
donne pour n = i les cinq types connus; mais le cas /i =r 3, 
beaucoup plus compliqué par la nature même de la question. 



( * ) Wedekind, IlabiL-Schrift, Carisruhe, 1876. Brioschi, Annali di Mat., ( 2 ), 
VIII, p. 24-43; 1877- Consulter le traité de Gordan-Kcrschcnsteiner, II, § 19. 
L'équation {f/)^=o est évidemment équivalente à l'équation différentielle du 
troisième ordre citée plus haut. Quant à cette dernière, comparer aussi Hurwitz, 
Math. Ann.^ XXXIIÏ, p. 345-352; 1889. — Pour la forme/,, Bnioscni est également 
parvenu à l'équation différentielle du 3* ordre de Schwarz, en examinant le cas 
où le quatrième composé de la forme avec elle-mômc coïncide, à un facteur prés, 
avec la forme originale {Chelini Coll. math,, p. 213-219; 1881, et Comptes rendus, 
XCVI, p. 1689-1^92; i883). 

(') Hilbcrt a fait voir dans les Math. Ann. (XXX, p. 561-570; 1887) que les 
formes binaires admettant des transformations linéaires en elles-mêmes pouvaient 
«itrc considérées comme cas particulier d'une classe plus générale de formes. Cette 
dernière s'obtient en cherchant les systèmes ç -h X?}* pour lesquels le troisième 
composé de 9 avec i)/ disparaît identiquement. — Consulter Gordan-Kersch., II, 
§13. 

( » ) Comptes rendus, LXXXIV, p. 1.^46-1 ^48. Journ. fur Math., LXXXIV, p. 85- 
2i5; 1877. Son Mémoire Sur la détermination des groupes d'ordre /ini con- 
tenus dans le groupe linéaire est une revision et la suite du travail précédent, 
Atti di Napoli, VIII, 1H80. Les cas spéciaux pour n = 3 demandaient à être con- 
firmés par une autre voie. C'est ce que fit Valentineu par des considérations pure- 
ment algébriques {Kjàb. Skri/t, (6), V, p. 64-235; 1889); toutefois, certains 
points isolés demandent encore à être éclaircis. 

Dans Jordan, la propriété des formes primaires de Fuchs se trouve étendue aux 
équations difTércnlielles d'un ordre supérieur au second. 

Pour ce qui est de la détermination de groupes simples, consulter Hcelder, 
Math. Ann., XL, p. 53-88; 189a et Askwitii, Quart. J., XXIV, p. 1 11-167; 1889. 
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conduit finalement, après avoir examiné à part un grand nombre 
de cas spéciaux, à onze types différents (*) dont un seul peut être 
considéré comme essentiellement nouveau. 

Il s'agil ici du groupe hessien (^)G2i6 (avec 216 substitutions) 
jouissant de la propriété remarquable, signalée par Hesse, de 
laisser inaltérés les quatre systèmes de trois droites passant par 
les neuf points d'inflexion d'une cubique plane. 

Par suite d'une faute de calcul, Jordan avait omis un autre 
groupe, également nouveau, le groupe Giog) que Klein a décou- 
vert (^) en examinant les transformations du septième ordre des 
fonctions elliptiques. La résolvante adjointe de Galois (du cent 
soixante-huitième ordre) possède un groupe de cent soixante-huit 
substitutions, puisque chacune de ses racines r, envisagée comme 
fonction du rapport w des périodes, reste précisément inaltérée 
pour les cent soixante-huit substitutions de o) identiquement 
congrues selon le module 7. La quantité r^ est liée à l'invariant 
absolu de l'intégrale elliptique par une équation (de l'ordre 168 
en T,) qui est du genre 3. Elle admet également cent soixante-huit 
transformations en elle-même. A cette équation on fait corres- 
pondre la courbe normale du quatrième ordre 

/= X\ Xy-\- x\ xz-\-x\ Xx = o. 

Le système (*) complet de/, comme celui du groupe, se com- 
pose, outre y, encore de 3 covariants du sixième, quatorzième, 
vingt et unième ordre, entre lesquels il existe une syzygie. 

L'interprétation géométrique de la résolvante de Galois permet 
de voir sans difficulté que celle-ci possède une résolvante du 
septième et une autre du huitième ordre. On peut d'abord fixer 

(*) Certains de ces types sont en réalité des groupes à deax variables. Ils jouent 
un rôle important en Géométrie. Dans le Goit, Aachr.^ p. 86-107 ; 1887, Hurwitz 
a examiné les substitutions qui transforment en elle-même une courbe algébrique 
plane (de genre /?> 0- — Le groupe G,, a été étudié par Study {Leips, Ber,, 
p. ia2-i6i; 1892). 

(') Dans les Math, Ann.y XXXIII, p. 824 et suivantes (1889), Maschke a publié 
une étude détaillée du groupe hessien. Comparer Burkhardt, Math. Ann.y 
XXXVIII, p. 161-224; 1891. 

(') Math. Ann., XIV, p. 428-.'i7i; 1879. Voir en particulier p. 438, note. — La 
théorie du groupe G„, est traitée en détails dans Klein-Frigke, Modul/unktionen, 
III- Partie, Ch. VI. 

(*) Voir les Math. Ann., t. XVII, p. 217-283. 



I. B. — ÉQUIVALENCE DES FORMES NON QUADRATIQUES. 49 

les cinquanlc-six points de contact des \ingt-huit tangentes 
doubles de / à l'aîde de sept coniques (*) qui dépendent d'une 
équation du septième ordre. Puis on peut ordonner les vingt- 
quatre tangentes d'inflexion de /"en huit systèmes de trois droites, 
qui sont déterminées par une équation du huitième ordre (^). 
La réciproque, signalée par Klein, a été développée avec beaucoup 
de détails par Gordan ( ' ). 

Dans leur ensemble, les groupes finis de substitutions quater- 
naires ou d'ordre plus élevé ne sont pas encore connus. Toutefois, 
Klein a été récemment conduit par différentes voies à des exemples 
importants de groupes quaternaires. Deux de ces groupes con- 
tiennent la résolution des équations générales du sixième et sep- 
tième ordre, obtenue par Klein (*). 

Si Ton ramène ces équations à une forme qui ne contient plus 
les termes d'ordre le plus élevé de deuxième et troisième rang, 
c'est-à-dire telle que la somme des racines ainsi que celle de leurs 
carrés soient nulles, on peut, à l'aide des complexes linéaires, 
donner une interprétation géométrique des formules. 

Malgré le grand intérêt de ces recherches, dans lesquelles inter- 
vient avec tant de succès la Géométrie réglée, nous devons nous 
borner à signaler simplement les Mémoires les plus remarquables. 

Un troisième groupe (ternaire) important a été rencontré par 
Klein (*) dans ses travaux sur les six complexes fondamentaux. 
Le système complet de ce groupe est dû à Maschke (•). L'un des 
sous-groupes de ce groupe coïncide avec celui (^) qu'a obtenu 



(*) Cela est possible de deux manières. Les relations réciproques entre les ra- 
cines des deux équations du septième ordre constituent la base du travail de 
Gordan. — Voir Math. Ann., t. XX, p. 628 et plus bas note ('). 

(*) Comparer Noethkr, Math. Ann.f XV, p. 89-110; 1879. 

(•) Gordan, Math. Ann., XVII, p. a 17-233, 859-378, 1880; XIX, p. 529-552; 
XX, p. 487-514, p. 5i5-53o;XXV, p. 459-521; i885. 

La surface de Riemann de la courbe /= o a été étudiée par Haskell dans le 
Amer. J., XIII, p. i-52; 1890. Il s'agit ici de la nouvelle espèce de surface de 
Riemann signalée par Klein dans les Math. Jnn., VII et X. 

(*) Math. Ann., XXVIII, p. 499-532; 1887. — Comparer Cole, Am^r. /., VIII, 
p. 265-286; 1886. Le second groupe a été étudié, au point de vue de la Géométrie 
réglée, par Maschke dans les A/ia/A. Ann., XXXVI, p. 190-215; 1890. 

(») Math. Ann., IV, p. 346-358 ; 1871. 

(•) Math. Ann., XXX, p. 496-5i5; 1887. 

(») Comparer Reiciiardt, Math. Ann., XXVIII, p. 84-98; 1887. 

M. 4 



5o LE PROBLEME DE L EQUIVALENCE. 

Borchardt pour les deux modules des fondions hyperelliptiques 
de genre deux. 

Si les modules introduits par Borchardt doivent être considérés 
comme des fonctions de Jacobi du deuxième ordre, Klein a cepen- 
dant remarqué Texistence de fonctions analogues du troisième 
ordre. Cette question a été développée par Witting (*); on par- 
vient à un nouveau groupe ternaire de 26920 collinéations. 
Maschke a démontré que ce groupe était lui-même contenu dans 
un autre, d^un nombre double de substitutions, et il a établi le 
système complet de ce dernier (2). Sa méthode repose sur le fait 
qu'en annulant Tune des quatre variables convenablement choisie, 
on retombe sur le groupe hessien 621 c» 

Le groupe en question est isomorphe, d'une part, au groupe de 
la trisection des fonctions hyperelliptiques du premier ordre, 
d'autre part, à celui de l'équation du vingt-septième ordre dont 
dépendent les vingt-sept droites d'une surface du troisième 
ordre ('). 

Aux recherches précitées vient se joindre un ensemble de tra- 
vaux remarquables d'Autonne (*) ayant pour objet la détermina- 
tion de tous les groupes et sous-groupes de la transformation de 
Crémona (du plan), en particulier, des transformations quadra- 
tiques et cubiques. 

Nous nous en tiendrons là, quant aux groupes d'ordre fini, pour 
examiner un Mémoire (^) de Maurer sur les groupes à paramètres 
arbitraires, d'autant plus que ce travail se rattache à la question 
soulevée au début de ce paragraphe. La méthode suivie dans ce 
Mémoire est remarquable par le fait qu'elle établit un lien entre 
les systèmes complets de certaines équations différentielles selon 
la méthode de Lie et les diviseurs élémentaires de Weierstrass. 

Si, sous l'effet d'une substitution, une forme (/. c, g. 107) 



(«) Math. Ann.f XXIX, p. 157-170. cf. Reichardt, /. c. 

(») Math. Ann., XXXIII, p. 817-344. 

(') Jordan, Traité des substitutions, 1871. 

Quant au rapport de ces deux problèmes, voir Klein, Journ. de Math, (4)» 
IV, p. 169-177, 1888, et BuRKHARDT, Gôtt. JVochr., p. 1-5; 189a. 

(*) Voir une série de communicaiions insérées dans les Comptes rendus depuis 
i883, t. XCVII, à 1887, t. CV, et ses Mémoires dans le Journ. de Math., 4' série, 
t. I, II, III, IV. 

(•) Munch. Ber., p. io3-i5o; 1888. 
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f{xx^ ^2j •••> ^ii) se transforme idenliquement en /(j^j, ^2 7 •••7j^«)i 
il en résulte un système S d'ëquations algébriques auxquelles 
doivent satisfaire les coefficients de la substitution. Parmi les 
formes irréductibles définies par S, il s'en trouve toujours une 
seule (*) qui renferme la substitution identique; ici le groupe 
correspondant entre seul en considération. 

D'après Aronhold, l'identité /(^) ^/(j^) est remplacée par un 
système complet d'équations difTérentielles linéairement indépen- 
dantes. Il en résulte la conséquence importante qu'une substitu- 
tion comprenant m paramètres indépendants peut être envisagée 
comme composée d'un même nombre de substitutions élémen- 
taires, c'est-à-dire ne dépendant que d'un seul paramètre. L'exa- 
men de pareils groupes élémentaires est basé sur les propriétés 
des diviseurs élémentaires du déterminant fondamental 

I Cil — r^ Cil, cu» • . . » Cin I, 

où les c sont des nombres déterminés par la structure du groupe. 
Il existe deux systèmes (^) déterminés de valeurs c au moyen des- 
quels ce paramètre peut être exprimé rationnellement; les autres 
cas se ramènent à celui-ci. 

Comme critérium (/. c, p. i38), on en déduit qu'une forme/* 
doit satisfaire à n équations différentielles, linéairement indépen- 
dantes, de la forme 

X pi 

où les c font partie de l'un des deux systèmes déterminés. Dans le cas 
des invariants ordinaires, on a évidemment m. = n^, c'est-à-dire 
égal au nombre des coefficients arbitraires de la substitution ('). 



(*) Ce qui suit reste géuéralement vrai, comme le fait remarquer Maurer, si/ 
est une fonction rationnelle (et homogène) des x. 

(') Le déterminant fondamental des c est alors ou égal à r„, ou il ne possède 
que des diviseurs élémentaires de premier ordre et, de plus, seulement des racines 
entières. 

C) Dans un autre Mémoire, Maurer a étendu ses recherches aux transforma- 
lions non linéaires des variables {Journ. fiir Math.j GVII, p. 89-116; 1890). 



DEUXIÈME PARTIE. 

AFFINITÉ DES FORMES. 



A. — Systèmes finis. 
a. — Généralités. 

Après avoir traité le problème de l'équivalence, nous avons à 
exposer le développement remarquable qu'a pris cette partie de 
notre théorie dans laquelle on étudie les relations algébriques si 
diverses entre les formations invariantes d'une forme ou d'un 
système de formes données. 

Si nous nous bornons d'abord aux formations entières et ra- 
tionnelles, nous constatons que la nouvelle période (depuis 1868) 
est caractérisée par un problème bien déterminé, celui des sys- 
tèmes finis, 

La question la plus importante, au sens de l'Algèbre moderne, 
est précisément de savoir s'il existe un domaine fini (Integri- 
tàtsbereich) pour l'ensemble des formes déduites par des opéra- 
tions invariantes de certaines formes données, c'est-à-dire si dans 
cet ensemble on peut fixer un nombre fini àe types dont les puis- 
sances et les produits reproduisent tout autre type du même 
domaine. Dans l'affirmative, quels sont les moyens qui permettent 
d'établir ce nombre fini de types soit la base ou te système com- 
plet des formes fondamentales du domaine (* )? 

Ces questions remontent à Cayley (^) (II* Mémoire, i856) qui, 



(») Voit- Kronecker's Festschri/t, 1882, p. 14. La dénomination de système 
{complet) de formes fondamentales f ou simplement j^^/éme complet est due à 
GoRDAN^ Journ. fur Math., LXIX, p. 343; 1868. 

Il est vrai qu'il existe des domaines sans base finie {voir, par exemple, Ililbcrt, 
GÔtt. JVachr., 1891; p. Q3a, 233); mais nous n'en parlerons pas dans ce Rapport. 

(•) Collected Papers, t. II, p. 250-^75. 

Comparer la remarque de Cayley dans le Mémoire IX, Phil. Trans., CLXI, 
p. 17-50; 1870. 
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ainsi que Sylvestcr, avaient déjà montré l'existence d'un système 
complet de formes fondamentales dans le cas particulier des 
formes binaires, jusqu'à celles du 4*^ ordre inclusivement. Cayley 
s'attaque ici au cas général des formes binaires. Par des considé- 
rations qui reposent sur l'expression du poids d'un invariant ou 
d'un covariant, il parvient à faire dépendre le problème d'un système 
d'équations linéaires. En supposant celles-ci indépendantes entre 
elles, il en conclut l'impossibilité de l'existence d'un système fini 
pour les formes d'un ordre supérieur au quatrième. Plus tard 
celte hypothèse a cependant été reconnue inadmissible {voir 
plus bas, II, A, rf). 

P. Gordan (*) montra le premier (1868) qu'à toute forme 
binaire (^) absolument générale appartient un ensemble limité de 
formes. La démonstration (même dans ses rédactions ultérieures 
et simplifiées) présente certaines longueurs; mais elle fournit, 
par contre, des méthodes très pratiques pour indiquer et délimiter 
les systèmes complets. En général, celles-ci laissent passer quel- 
ques types superflus; toutefois pour les formes du cinquième et du 
sixième ordre (p. 343 et 346) la réduction conduit au système 
le plus simple, soit respectivement de 23 et 26 formes fonda- 
mentales [voir II, A, 6). 

La méthode de Gordan repose essentiellement sur la représen- 
tation symbolique des invariants et covariants de /, d'après 
Aronhold et Clebsch, ainsi que sur le rôle fondamental que joue 
la composition des covariants introduite par Cayley. 

La démonstration est basée sur une loi de récurrence (p. 322), 
en vertu de laquelle tout produit symbolique de degré m, par 
rapport aux coefficients de f (et par suite toute forme invariante 
de ce degré ) est une fonction linéaire, à coefficients numériques, de 
formes qui sont des composés de formes de degré m — i avec f. 
C'est précisément en cela que consiste le progrès sur la méthode 
symbolique compliquée des Anglais. En répartissant les formes 



(*) Journ. fiir Math.y LXIX, p. 323-354; 1868. C'est après une communication 
verbale avec C. Jordan que Gordan a été amené à résoudre le problème en ques- 
tion. Voir l'exposé de la méthode de Gordan, présenté par Cayley, dans le 
1X*^em. Trans. of London^ 1870; en part., p. -^5-50. 

(^) Dans la suile nous représenterons une forme binaire par la notation /^ 
ou ?,. 
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ainsi obtenues d'une façon convenable en classes, on en déduira, 
après un examen approfondi, l'existence d'un système complet. 

Gordan étendit bientôt son théorème à un système ( * ) de formes 
binaires données, puis aux combinants d'un pareil système de 
formes de même ordre et, enfin, aux formes ternaires (^) d'un 
ordre peu élevé ; depuis cette époque, le savant professeur a con- 
stamment travaillé à la simplification de la démonstration. 

L'introduction simultanée de plusieurs formes données facilite 
même le problème. On démontre, par un procédé relativement 
simple, le théorème suivant, d'une grande portée par ses applica- 
tions : Si deux formes possèdent chacune une base finie, il en est 
encore de même du système combiné (*) résultant de la composi- 
tion [Ueberschiebung) des produits des types deTun des systèmes 
avec les produits de ceux de l'autre. 

Le Programme (*) (1876) de Gordan offre des progrès très 
divers. L'usage exclusif de la composition des covariants avait 
exigé l'emploi d'un grand nombre de symboles nouveaux. Cet 
inconvénient se trouve diminué de beaucoup par l'introduction 
d'un procédé que Gordan désigne par Faltung (*) et qui est une 
généralisation symbolique de la composition {Ueberschiebung). 
Cette opération permet également d'établir très simplement le 
système des formes. De plus, l'auteur fait usage d'un procédé non 
symbolique, du développement en série (p. 7). On peut, pour 
une forme à deux variables non homogènes x e\. y^ trouver un 
développement fini, suivant les puissances de x — y, et tel que 
les coefficients soient les polaires de formes qui contiennent seu- 



(*) Math. Ann., II, p. 227-280, 1870; t. V, p. 96-122 et p. SqS-Soi; 1872. 

(') Pour les formes cubiques ternaires voir Math. Ann.y I, p. 90-128; pour 
deux formes quadratiques voir Clebsgh-Lindemann, t. I, p. 291, 1875. Voyez un 
exposé plus récent dans les Math. Ann., XIX, p. 529-561; 1882. 

(') Math. Ann.j V, p. 590. — Plus tard, Mertens a étendu ce principe à cer- 
taines classes de formes ternaires et quaternaires, Wien. Ber.y t. XCV, 1887 et 
suivants; voir la remarque de Gordan dans le Programme^ p. 5o. 

(*) Leipzig, chez Teubner. — NoETHERen a donné un exposé très clair dans les 
Fortschritte der Math., Vît, p. 5o-52. 

(■) Nous adopterons comme équivalent français le mot de transposition. Cetie 
opération purement symbolique consiste à remplacer le produit a^. b^ de deux 
facteurs de première espèce et de symboles diiïcrcnts par {ab) et réciproque- 
ment. — Jordan fait usage de celle méthode pour la formation des sj'slùmcs, 
J. de Liouville (3), t. 11 et V. — 11. F. 



II. A. — srSTÈMBS FINIS. 55 

lement encore la variable x. Cette méthode donne des relations 
très fécondes entre produits symboliques. 

Pour des formes binaires d'un ordre supérieur au sixième le 
calcul était avancé à ce point que, plus tard, von Gall (*), après 
avoir établi explicitement les formes fondamentales appartenant à 
une forme du septième et du huitième ordre, put se rattacher 
directement aux systèmes de Gordan. 

La plupart des moyens auxiliaires, en particulier le développe- 
ment en série , après une modifîcation convenable , restent 
encore applicables aux formes ternaires et à celles d'un nombre 
de variables plus élevé (/. c, § 19). Si, malgré cela, la démon- 
stration de l'existence d'un système fini pour des formes quel- 
conques d'un rang supérieur rencontre des difficultés insurmon- 
tables, il faut l'attribuer aux expressions symboliques qu'on ne 
peut plus dominer dans leur ensemble ; c'est ce qui se présente 
déjà à partir des formes quaternaires (inclusivement). 

Dans les For/e^w/i^e/i (2) (Leçons) de Gordan, la démonstra- 
tion se présente d'une façon plus claire, grâce à la notion des 
systèmes relativement complets, renfermant celle des systèmes 
complets. On désigne sous ce nom un ensemble de formes tel 
que toute forme qui en dérive au moyen delà transposition (Fal- 
tung) peut, à certains facteurs près, être exprimée en fonction 
entière et rationnelle des formes du système. Le développement 
en série devient alors inutile; par contre, l'usage des réductants^ 
introduits par Gordan dans son Programme (1876, § 8), offre de 
grands avantages. Ce sont des facteurs contenus dans des pro- 
duits symboliques et tels que leur présence permet de reconnaître 
immédiatement la réductibilité de ces derniers à des formes plus 
simples. 

C'est à l'aide de ces considérations nouvelles que Gordan par- 
vient à établir d'une façon très élégante les systèmes complets des 
formes du 5® et du 6® ordre (/. c, p. 287 et ^76). 

Dans toutes ces démonstrations, qui sont basées sur la nota- 



(•) Math. Ann,, XVII, 1880; XXXI, 1888. Cf. II. A, b. 

(") Publiées par Kersciiensteiner, Leipzig, Tcubner, 1. 1, Determinanterij 1880; 
ÏI, Blnàre Formcn, 1887. ^ déoioastralian est exposée dans les §§ 21, 22 du 
tome II. 
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tion symbolique, les formes qui servent de point de départ doi- 
vent être considérées comme absolument générales de leur 
espèce, les coefficients étant donc envisagés comme des variables 
indépendantes. Il en est de même pour les substitutions corres- 
pondantes. 

Les résultats obtenus peuvent être immédiatement reportés aux 
formes binaires contenant plusieurs séries de variables (homo- 
gènes)^ ces dernières étant soumises aux mêmes substitutions. 
Cependant, comme Ta fait voir Peano (^) en i88i, on peut aussi, 
sans avoir recours à des moyens auxiliaires essentiellement nou- 
veaux, donner une démonstration pour le cas plus général où les 
substitutions effectuées sur les différentes séries de variables x%^ 
x^] y\^y2] ... sont, toutes ou en partie, indépendantes les unes 
des autres. Peano en donne une application importante à la for- 
mation des invariants fondamentaux des correspondances (*). 

Plus récemment Gordan est parvenu à des résultats analogues 
par une voie directe, en introduisant la notion importante des 
systèmes prolongés (*). Ainsi, supposons établi, sous forme de 
composés, le système complet/i, /o» • • • d'une forme unique; il 
suffira de supprimer les indices pour obtenir le système pro- 
longé. 

A ce qui précède nous devons rattacher un travail remarquable 
(1882) de Peano (^), réalisant des progrès importants dans une 
autre direction. D'après Clebsch {Bindre Forment § S8), les 
formations invariantes d'une suite linéaire ou quadratiques de 
formes binaires jouissent de la propriété de pouvoir être ramenées 
à un certain nombre de types ; deux covariants sont d'un même 
type lorsqu'on peut les déduire l'un de l'autre par des opérations 
polaires. Quel que soit le nombre de formes proposées, celai des 
types eslfini, Peano généralise les résultats précédents en s'ap- 



(») Atti di Torino, XVII, p. 73-80. 

(») Voir aussi son Mémoire dans le Batt. G.. XX, p. 79-101; 188a. 

Si Ton égale à zéro une forme binaire à deux séries de variables, on détermine 
une correspondance entre deux éléments géométriques; les deux séries de variables 
sont soumises à des substitutions indépendantes Tune de l'autre. H. F. 

(») Erlanger Ber., 1887; Math. Ann., XXXIII, p. 872-889; 1888. 

Pour les formes quadratiques voyez Study, Erl. Ber.y 1887, p. 885-388. 

{*) Altldi Torino, XVII, p. 58o-586. 
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puyant sur un travail de Capelli (*); l'auteur montre que, pour 
une suite de formes binaires d'un degré quelconque, mais iden- 
tique pour toutes les formes, le nombre des types reste fini lorsque 
celui des formes augmente indéfiniment. Il examine ensuite le cas 
d'un nombre quelconque de cubiques binaires et démontre qu'on 
obtient lo types; de plus, il donne encore le nombre de forma- 
tions appartenant à chacun de ces types. 

Nous constatons ici un changement de direction pour le déve- 
loppement de la théorie des systèmes finis. Dans les démonstra- 
tions précitées (^), la formation effective de ces systèmes était 
prise directement en considération; ce point de vue, plutôt pra- 
tique, passe dès lors au second plan, tandis que le principal in- 
térêt se concentre sur la théorie proprement dite. Les méthodes 
nouvelles qui en résultent n'ont plus ce caractère purement sym- 
bolique et mettent plus en relief les propriétés essentielles des 
systèmes de formes. 

La première impulsion dans ce sens a été donnée par un Mé- 
moire de Mertens (') sur le système fini d'un système de formes 
binaires^ l'auteur y présente une démonstration générale, indé- 
pendante des auxiliaires des symboles. 

De son côté, Hilbert (*), auquel notre théorie doit ses progrès 
récents si remarquables, avait déjà publié une démonstration 
analogue à celle de Mertens et tout à fait générale. 

Plus récemment encore, dans son beau Mémoire (') de 1890, 



(«) Batt. G.y XX, p. agS-Soi; 1882. 

(*) Nous devons encore mentionner deux démonstrations, l'une de Jordan, 
l'autre de Sylvester, à l'aide desquelles on peut déterminer directement la 
limite supérieure du degré et de l'ordre des systèmes d'une forme binaire. 

Jordan, Comptes rendus, LXXXII (1876), LXXXVII (1878); Journ. de Liou- 
villCj (3), t. II, p. 177-233; 1876, et t. V, p. 345-379, 1879. 

Sylvester, Proc. o/London, XXVII, p. ii-i3 ; 1878. Comptes rendus, LXXXVI, 
p. 1437-1441» ï49»-'492, iSiQ-iSaa; 1878. Quant aux autres recherches de Syl- 
vester, voir plus loin, II, A, c. 

(») Journ, fur Math., C, p. 223-a3o; 1886. Travail simplifié dans les Wien. 
Ber., XCVIIl, p. 1-6; 1889. 

(*) Math, Ann,j XXXiil, p. 223-226; 1888. Voir dans les Math, Ann., XXXiV, 
p. 319-320 (1889) une Note dans laquelle Gaylf.y propose une modification du 
procédé de Hilbert; dans le t. XXXV, Petersen vient rectifier une erreur dans 
les conclusions (p. 110-112). — Dans les Fortsch. der Math., XXI, p. 10^, Hil- 
bert dit expressément que sa démonstration n'exige aucun complément. 

(») Math. Ann., XXW'I, p. 473-534. Voir d'abord une série de communications 
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/i = 2, 3, 4 onl été déterminés depuis longtemps par Cayley et 
Sylvester*, mais ce ne fut qu'en i868 que Gordan parvint à ré- 
soudre le problème pour /s et f^ (*). La méthode que suivit ce 
dernier pour démontrer l'existence de ces systèmes respective- 
ment de 23 et 26 formes fondamentales, permettait une extension 
à une forme quelconque /"w, sans exiger des moyens auxiliaires 
essentiellement nouveaux. 

En se basant sur la démonstration simplifiée par Gordan dans 
son Programme, V. Gall établit directement le système com- 
plet de /"g (^) et plus tard, en surmontant des difficultés plus 
grandes, il obtint celui dey7(*). 

Quant au système simultané de deux formes/^, les cas (2, 2), 
(2, 3), (3, 3) ont été examinés par Salmon et Clebsch; (3, 4) par 
GundelGnger(*), (2, 5) parWinter (*) et (2, 6) par V. Gall (*). 
Gordan en a fait une étude systématique dans un travail (^), à la 
fin duquel il donne le tableau des formes pour lesquelles aucune 
des deux ne dépasse le 4* ordre. Citons encore une étude du 
système (4, 4) due à Bertini (*). 

Pour ce qui est des systèmes simultanés de plus de deux formes 
binaires, on n'a guère dépassé Clebsch (^) qui a traite le cas 
d'une série quelconque de formes respectivement linéaires et 
quadratiques; le système de quatre formes, dont deux linéaires 
et deux quadratiques, a été étudié en détail par Perrin (*®). 

Si nous passons aux formes ternaires C/2, nous avons d'abord, 
pour une forme unique, un cas présentant certaines difficultés : 



(*) Journ, fiir Math,., LXiX, p. 323-354; voir aussi Maisâno, Hom. Ace, L. 
Mem., (3), XIV (i883) et XIX {^%^). 

(•) Math. Ann., XVII, p. 3f-53, i39-i52, 456 (1880). 

(») Math. Ann., XXXI, p. 3i8-336 (1888). Comparer Krey, Dissert., Striegau, 
1874. 

(*) Programm, Stuttgart, 1869, p. i-43. 

(») Programm, Darmstadt, 1880. 

(•) Programm, Lemgo, 1873. 

(') Math. Ann., II, p. 227-281; 1870. 

(•) Batt. Giorn., XIV, p. i-i4; 1876, reproduit dans les Math. Ann., XI, 
p. 3o-4i; 1877. 

(•) Consulter à ce sujet son traité : Dinaere Formen, Leipzig, 1872, ainsi que 
l'exposé simplifié par Gordan dans ses Vorlesungen, t. II, Leipzig, 1887. 

(*") Bull. Société math. y XV, p. 45-01 (1887 ). Tout récemment von Gall a traité 
le cas de trois/,. Math. Ann., l. XLV, p. 207-234; 1894. 
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c'est celui de /i = 3 pour lequel Gordan (*) a démontré Texis- 
lence d'un système de 34 formes. 

Ce ne fut que beaucoup plus lard que Mertens (2) arriva au 
même résultat par une voie non symbolique, uniquement au 
moyen de Y opération û. 

Pour n^= ^ le nombre des formes devient si considérable que 
Gordan préféra se limiter à un lype(') spécial qui peut être 
caractérisé par Texistence d'une simple identité entre co variants; 
ce type se présente dans Tétude de Téquation du 7® ordre admet- 
tant 168 substitutions en elle-même. Dans le cas général de C4, 
Maisono (^) a déterminé les formes dont le degré ne dépasse pas 
le nombre 5. 

L'étude du système de deux formes C2 a été entreprise par 
Gordan (^) qui l'a rattachée plus tard (•) à celle du type C4 cité 
plus haut. Récemment Perrin a exposé les relations algébriques 
et géométriques des formes de ce système (^). 

La connaissance du système complet de trois formes G2 est due 
àCiamberlini (*). 

Les formes quaternaires F,i(x) ont été étudiées dans le cas de 



(») Math. Ann.j I, p. 90-128; p. 359-400; t. XVII, p. 217-233 (i88o). Voir auss 
t. VI, p. 436-5i2 et les simplifications introduites par Gundelpinoer, t. IV, 
p. 144-168 et t. V, p. 44M47' 

Pour la forme normale de Hesse C^ ^ax^-h by^ -+- C5» -H 6dxyz, consulter 
Caylky, Ant. Journ.^ IV, p. 1-16 (1881); on y trouvera des renseignements biblio- 
graphiques. 

Quant aux formes xy^—^z^-i- g,x*y -i- g^x* etax 5*—iby\ voyez Dinoeldey 
Math. Ann., XXXI, p. 157-176 (1888). 

(*) Wien. Ber.y XCV, p. 9'42-99i et XCVII, p. 437-518; 1888. 

(') Math. Ann., XVIÏ, p. 217-233. Système complet de 54 formes, f^oir une 
Note dans le traité Clebsch-Lindemann, t. I, p, 174. 

(•) Batt. Giorn., XIX, p. 198-237 (1881) et Pal. Bend., I, p. 54-56 (1886). 

(*) Clebsch-Lindemann, t. I, p. 288 et suivantes. Voyez p. 291 le tableau des 
20 formes du système. 

(•) Math. Ann., XIX, p. 529-352; 1880. Voir aussi Osqood, Am. /., XIV, 
p. 262-273; 1892. 

(') Bull. Société Math., XVIII, p. 1-80; 1890. Le Rapporteur en a donné un 
compte rendu détaillé dans les Fortsch. der Math., t. XXII. 

Comparer encore Rosanks, Math. Ann,, VI, p. 264 et Gerbaldi Annali di 
Mat. (2), XVII, p. i6i-i46; 1889. 

(•) Batt. G., XXIV, p. 141-157; 1886. C'est un système de 127 formes. 
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n = 2 par Merlens(*) qui est parvenu, en modifiant convena- 
blement l'opération û, à un système complet de 20 formes. lia 
également montré comment des systèmes isolés de 2 formes F2, 
on peut facilement passer au système simultané dé ces deux der- 
nières. En suivant une méthode analogue, le même auteur a exa- 
miné (^) les formes bilinéaires alternées de deux séries de variables 
quaternaires et cogrédientes. 

Enfin, quant aux formes à plusieurs séries de variables, nous 
devons mentionner les Mémoires de Study et de Gordan sur 
le système complet d'une forme binaire doublement quadra- 
tique ('). 

Dans le domaine ternaire, on ne possède encore que le système 
d'une forme linéaire à deux séries de variables contragrédientes 
ûc et m; ce problème (*) a été étudié par Clebsch et Gordan. 
Récemment (^) Mertens a examiné la question analogue pour les 
formes quaternaires. 

Il nous reste encore à signa^eT ceriaiins sous-systèmes complets. 
Si nous faisons abstraction de ceux dont l'existence est évidente (•), 
nous pouvons nous borner à deux cas. 

Le premier appartient à la catégorie des combinants binaires 
que Gordan (^) a reconnus en 1872 comme constituant le système 
complet d'une forme unique à plusieurs séries de variables cogré- 
dientes. Le cas le plus simple est celui de deuxformes/*^. D'après 



(») Wien. Ber., XCVIII, p. 691-739 (1889). L'année suivante (p. 367-384), il 
détermina explicitement le système complet (47 formations) de 3 formes F,. 

(») Wien. Ber.y XGVII, p. 519-537; 1888. Quant aux formes quadratiques à n 
variables, voir Kleiber, Schlômilch. Z., XXXVII, p. 78-89; 1893. 

(') Math. Ann.y XXXIII, p. 372-389; 1889. Système composé de 38 formes. 
Voir les Notes de Study et de Gordan dans les Erlanger Ber, de 1889. Le sys- 
tème complet des invariants avait déjà été trouvé par Capelli, Batt, G,, XVII, 
p. 69-148; 1879. — Dans les formes binaires à plusieurs séries de variables cogré- 
dienteSy Le Paiob a étudié dans un but géométrique celles qui sont trilinéaires 
et quadrilinéaires. Comptes rendus, XCII, p. 1048-49; iio3-5; XGIII, p. 264-a65, 
p. 5o9-5ia (1881); XCIV, p. 69-71; Atti Torino, XVII, p. 299-326 (i88a). 

(*) Math. Ann., I, p. 359-400; 1869. 

(M Wien. Ber., XCVIII, p. i3-32; 1890. 

(*) Par exemple, ceux dont les formes ne contiennent qu'une partie des variables, 
de plus les classes de systèmes A, A, . . . d'après Gordan ( Vorlesungen, II, § 21) 

(») Math. Ann., V, p. 95-122; 1875. 
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la méthode de Gordan, la recherche du système complet des com- 
binants revient à celle du système simultané ordinaire de deux 
covariants élémentaires respectivement du 6* et du 2® ordre entre 
lesquels il existe une certaine relation identique. Le calcul qui s'y 
rattache a été fait par Stephanos {*). 

11 y a ensuite un sous-système très remarquable rencontré par 
Wiltheîss dans l'élude des fonctions hyperelliptiques {^). C'est 
un système de neuf covariants de / qui, soumis à l'opération 8 
(d'Aronhold) donnent toujours naissance à des covariants du sys- 
tème. 

Les recherches sur les systèmes complets basées sur les fonc- 
tions génératrices et celles des systèmes complets des syzygies 
seront traitées plus loin. Par contre, nous avons déjà eu l'occasion 
(I, A, b) de mentionner ceux des systèmes complets qui se rat- 
tachent aux groupes finis de substitutions linéaires. 

c. — Systèmes associés et représentation typique. 

Au lieu d'avoir en vue la détermination du système fini des 
formes invariantes déduites de formes données, certains travaux 
ont plus particulièrement pour but d'obtenir pour ces formes un 
domaine de rationalité (3) à base finie. C'est à ces Mémoires que 
nous consacrons ce paragraphe. 

Le problème remonte à Hermite (*), qui fit voir, en i852, que 
les formes invariantes qui dérivent d'une forme binaire /"peuvent 
être exprimées à l'aide de /et des /ormes associées ©2, ©sj • • •, Ç/i- 
Cependant, comme le remarqua Clebsch (*) en 1870, ce système 



(*) Comptes renduSj XGVII, p. 27-31; i883. L'auteur a obtenu a6 formes. 

(') Math, Ann., XXXV, 433-456; 1889; t. XXXVI, p. i34-i53; t. XXXVII, 
p. 339-272; 1890. 

(*) Dans ce même ordre d'idées, on pourra consulter les développements que 
Lagrange a donnés aux relations rationnelles entre fonctions semblables. Voir 
aussi KôNio, Math. Ann., XVIII, p. 69-77 (1881). 

(*) Journ. fiir Math., LU, p. i-38. Dans une autre voie, en rapport avec la 
résolution des équations algébriques, c'est Ioel qui a fondé la théorie des 
formes associées; Vienne (chez Gerold), 1889; et Monatsh, f. Math., V, p. 289-302; 
1894. 

(*) Gott. Nachr., 1870, p. 4o5-4o9 ou Math. Ann., III, p. 266-267; 1871. 

Ce travail a donné lieu à un Mémoire de Cayley sur la représentation typique 
de/,; X. Mem. Phil. Trans., p. Go3-66i; 1878. 
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associé peut être ramené à un autre plus simple, composé du co- 
variant ^ (du second degré) de/ et du déterminant fonctionnel 
y de A et de /; ce dernier est un co variant du 3® degré de/. Les 
(f deviennent alors exprimables à l'aide de formules récurrentes 
en fonction de ^^y,/ Ce résultat a été démontré dans toute sa 
généralité au moyen de la méthode symbolique par Gundel- 
iinger (^), qui de plus en a fait Textension au système simultané 
de deux formes /« et Ç;„. 

Le cas d'une série de formes- binaires a été étudié par Syl- 
vester(^) qui s'est appuyé sur les sources des covariants. 

Kohn ( ' ) a fait une application intéressante des formes associées 
à la divisibilité des résultants et des discriminants de covariants 
par une puissance du discriminant de la forme ou d'un système 
simultané de formes données. 

C'est en se basant sur les sources des formes associées ^^ y, 
introduites par Clebsch, que Perrin (^) a pu étendre les résultats 
précédents au cas de formes F à /> variables cogrédientes Xt, 

Ce problème a été traité directement et d'une façon remar- 
quable par Forsyth (^) qui, en outre, a entièrement développé 
certains cas isolés pris dans le domaine ternaire ou quaternaire. 
Dans le cas des formes ternaires F = F^ (j:<, 5:2, ^s) le système 
des ternariants associés à F se compose, abstraction faite du co- 
variant identique, de ^ (/i + 4) {^ — formes. 

Dans la méthode d'Hermite les systèmes associés reposent sur 
les transformations (linéaires) des formes binaires données. 



(*) Journ. /ùr Math., LXXIV, p. 87-gi ; 1871. Cet exposé a été simplifié par 
Fauteur dans Salmon-Fiedler, p. 459-463 ( 1877). Le problème inverse a été exa- 
miné par GoRDAN^ Math. Ann., XL, p. 5o3-536; 189a. Voir aussi Barthlein, Dis- 
sert. Erlangen, 1887 et Forsyth, mess., n* 202, 1888; ainsi que le travail récent 
de Iqkl, Monatshefte fiir Math., V, p. 29-302; 1894. 

(») Comptes rendus, LXXXVI, p. 448-45o; 1878. Ann. Journ., I, p. 118-12^; 
1878. 

(>) Wien. Ber., juillet 1891 (29 pages); octobre 1891 (5 pages). 

(*) Comptes rendus^ CIV, p. 108-111, 220-223, 280-283; 1887. L'auteur ramène la 
recherche des invariants et covariants de F ou d'un système de F à celle des 
invariants d'un système déterminé de formes à /? — 1 variables cogrédientes. 

(*) Am. J., XII p. 1-60, ii5-i6o; 1889 (Ternariants); voir aussi, pour ce qui 
est du domaine ternaire, Brunyate, Quart. J., XXV, p. i55-i8i; 1891, 

Cambr. Phit. Trans., XIV, p. 409-466; 1889. (Quaternariants). 
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Brioschi (*) a élendu celte méthode aux formes à plusieurs 
variables. La question a été entièrement résolue dans deux cas 
isolés : pour la forme ternaire générale C3 et pour une forme 
spéciale C4 (^). 

Ce que nous venons de voir se rapporte à la représentation 
typique des formes invariantes à Taide de cox^ariants. En effet, 
d'une manière générale, la méthode consiste à multiplier la forme 
donnée F(x) (ou la série des formes proposées) par une certaine 
puissance d'un covariant écrit au moyen des variables cogré- 
dienlesy, et tel que le produit puisse être développé suivant les 
puissances des fonctions entières Ç, y; de x^ y^ les nouveaux coef- 
iicienls représentant des covariants de F(x). On peut se limiter 
au cas où la substitution effectuée sur les j^ est linéaire. 

Par contre, il existe une représentation typique à Vaide (V in- 
variants; la forme donnée (ou la série des formes) multipliée par 
une certaine puissance d'un invariant B de F et développée sui- 
vant les puissances des fonctions entières \yr\ àt x (qui seront 
des covariants de F) aura comme nouveaux coefficients des inva- 
riants de F. 

La transformation qui permet ce passage est une transformation 
ordinaire de Tschirnhausen; cependant, dans beaucoup de cas, 
on peut éviter l'application directe de celte méthode (parfois pé- 
nible), de sorte que la transformation elle-même passe à l'arrière- 
plan. 

On reconnaît facilement qu'il existe un grand nombre de pro« 
blêmes conduisant a priori à une pareille forme invarianlive qui 
laisse entrevoir le caractère d'invariance des formes données ou 
de certaines fonctions de celles-ci. 

C'est le cas de la représentation typique donnée en premier 
lieu (i85i) par Hermite (')pour les quinliques et, en général. 



(*) Voir plus haut, p. i3, note (*). Une pareille extension a été faite, en sui- 
vant une autre voie, par Grassmann, Math, Ann.y VII, p. 538-548; 1878, et par 
Christoffel, Math. Ann.^ XIX, p. 280-290; 1882. 

(*) Le premier est dû à Clebsch et Gordan : Math. Ann., I, p. 57-89; 1869. 

Le cas de C^ admettant 168 substitutions a été examiné par Gordan dans un tra- 
vail mentionné à plusieurs reprises {Math. Ann. y XVII, p. 359-879; 1880). 

(*) Cambr. and Dublin Math. /., IX, p. 172-217. Voir plus haut à la p. 8 
du Rapport. 

M. 5 
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pour les formes binaires d*ordre impair; les nouvelles variables 
sont, comme on sait, deuxcovariants linéaires. 

Clebsch et Gordan (*) ont étudié (1867) en détail la repré- 
sentation t^'pique d'une quinlique en suivant la voie tracée par 
Hermite; en particulier, ils ont tenu compte des cas spéciaux 
quVntraine Tévanouissement de certains invariants. Ils ont pré- 
senté une étude analogue pour la sextique. L.eur Mémoire montre 
clairement comment l'on peut, en faisant usage d'identités symbo- 
liques, éviter l'application directe des substitutions. 

Lindemann (2), dans ses recherches sur une certaine forme 
type C/4, a observé que cette forme, considérée comme forme 
ternaire à trois variables quelconques, pouvait être caractérisée 
par l'évanouissement d'un certain covariant. L'interprétation 
géométrique de ces relations le conduit aux éléments de la théorie 
de Vapolaiité (voir plus loin, II, D. 6.). 

Quant à la représentation t^-pique des formes binaires simulta- 
nées les plus simples, nous devons mentionner les recherches de 
Bessel {^) et de Harbordt (^). 

Hermite(5) avait déjà présenté un cas intéressant par sa re- 
marque que deux formes binaires cubiques, considérées comme 
dérivées premières d'une forme biquadratique, avaient une repré- 
sentation typique très simple. Cayley (*) basa là-dessus sa trans- 
formation du troisième ordre de l'intégrale elliptique de première 
espèce. 

Clebsch (^) et plus tard Gundelfinger (*) ont développé cette 
remarque de Hermite. 

Lindemann (®) parvint ensuite à montrer que, d'uue façon ana- 



(») Annali {1)^ I, p. 23-79. Comparer à cela l'exposé dans Gordan : Vorle- 
sungen. II, §§ 24, 29. — Gordan en fait une application à Téquation modulaire 
du 6* ordre de Jacobi. Annali (2), I, 367-872; 1867. 

(') Bull, Soc. Math., t. V, p. ii3-ii6; 1876; t. YI, p. 196-208; 1878. 

(') Math. Ann.j I, p. 173-194; 1869. 

(*) Math. Ann.y I, p. 210-224; 1869. 

(») Journ. fUr Math., LVII, p. 371-375; 1860. 

(•) Voir l'exposé donné par Clebsch dans son Traité : Binàre Formerty § lOl. 

(*) Journ. far Math., LXVII, p. 371-380; 1867. 

{*) Math. Ann.. VII, p. 4^2-456; 1874. — Consulter aussi Wiederhold. 
Math. Ann,, VIII, p. 44r432; 187.5. Igel, Monatsh. f. Matk.y p. 289; 1894. 

(•) Clf.bscii-Lindkmanx, Vorlt'sungen, I, p. 900. — Voyez les Dissertations de 
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logiie, on peut considérer trois formes binaires biquadratiques 
comme dérivées secondes d'une sexlique. 

C'est encore à Ilcrmile (*) que l'on doit le premier exemple 
analogue dans le domaine ternaire; il indique comment on peut 
déterminer une cubique ayant comme dérivées premières trois 
formes quadratiques données; dans ce cas, les invariants simul- 
tanés de ces dernières coïncident avec les coefficients de la cu- 
bique. Ce travail justifie aussi l'expression donnée par Syl- 
vester(^) pour le résultant de trois formes quadratiques, considéré 
comme combinant de celles-ci. 

Gimdelfinger reprit la proposition d'Hermite pour en donner 
une démonstration très simple ('). Il en appliqua les résultats 
aux transformations quadratiques d'une intégrale elliptique de 
première espèce, prise le long d'une courbe plane du troisième 
ordre. 

Enfin, il convient de mentionner encore la représentation ty- 
pique que l'on rencontre dans les travaux de Gordan (*) sur 
Téquation du septième ordre admettant 168 substitutions en elle- 
même. 

La représentation typique à l'aide d'invariants joue un rôle re- 
marquable (*) dans le système complet des combinants de deux 
('ormes binaires y*/,, (p>i : multipliés par une puissance convenable 



Friedrich, Giessen, 1886, et de E. Mkyer, Kônigsberg, 1888. Iqel a étudié trois 
formes/, comme dérivées secondes d'une /^, et en a fait une application à la 
transformation d'après Jerrard, d'une équation du cinquième ordre ( Wien, Her.^ 
Lin, p. i53-i8'i; 1887). 

(') Journ, fur Malh.^ LVII, p. 371-37'); 1860. 

(■) Cambr. and Dublin Math. /., VIII, p. H3. 

(0 Journ. f. Math., LXXX, p. 73-81; i8;5 et Math. Ann., VII, p. ^^\^-\ô\ i%-\. 

(♦) Math. Ann.f XX, p. 529-5.32; 188:1. 

(*) Voir le Mémoire de Sinon dans les Math, .-l/i/i., XXXÏV, p. 33i-33i ; 1889. 

Dans son Cours (hiver 1891-91) Klein a indiqué une autre représentation ty- 
pique d'une forme binaire /. La forme/, mullipliée par son discriminant, peut 
être ramenée au type I a.^-h \b-^ |. 

Rappelons encore la représentation typique des intégrales elliptiques (et abé- 
iieones) telles que l'a introduite Weierstrass, et développée ensuite par Klein et 
ses élèves. Voyez, par exemple, les travaux de Klein, Math. Ann.y XVÏI, p. i33- 
i38; 1880, et Ijeipziger Abh.^ i885. Consulter aussi Bruno, Am. /., V, p. i-25, 
1882; BuRKiiARDT, Dissert. Munich, 1S87; Write, !\ova Acta, LXII, n"» 2, p. 43- 
118, et Texposé général dans Halphen, Traité des /onctions elliptiques, t. Il, 
Paris, 1868. 
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du rësullanl Ae fn et o„, les types du système deviennent ceux du 
système complet d'une forme binaire unique d'ordre 2(/i — i). 

L'importance de la représentation typique dans la théorie des 
syzygies ressortira nettement dans le paragraphe suivant. 

d. — Des syzygies. 

Le domaine de rationalité, comme celui des systèmes complets, 
nous offre des moyens d'approfondir les relations algébriques 
qui existent entre les différents systèmes de formations inva- 
riantes. Mais cela ne nous permet de faire qu'un premier pas. Il 
s'agira de nouveau d'établir, dans chaque cas, l'ensemble de ces 
relations algébriques ou syzygies, c'est-à-dire qu'il faudra encore 
fixer pour les premiers membres (ou syzyganls) de ces relations, 
la base finie des syzyganls fondamentaux ; dans ces derniers 
les coefficients pourront être des formes fondamentales du sys- 
tème des formes proposées. 

De ces syzygies Ae première espèce, on passera ensuite à celles 
de rang supérieur. 

Le problème lui-même est bien défini. En effet, tout récem- 
ment, Hilbert (*) est parvenu à montrer que les syzygies de 
chaque espèce constituent un système complet et que la chaîne 
des syzygies est limitée. 

D'une manière générale les recherches de ce genre ont un ca- 
ractère purement expérimental et les résultats partiels obtenus dé- 
pendent en première ligne de l'habileté de chaque auteur. Nous 
ne pouvons donc qu'esquisser à grands traits l'état actuel de cette 
branche en signalant les principales voies suivies parles différents 
géomètres. 

Cayley (^) et Brioschi (') ont étudié avec succès le cas de la 
forpie binaire /s, en prenant pour base la théorie des systèmes 
associés fondée par Ilermite. Sylvesteret Hammond complétèrent 



(») Math. Ann.f X\XVI, p. 473-53'i; 1890; voir^ en particulier, p. 534- 

(') Mém. II, III, V, VIII, 1867, X, 1878. 

(') Annali (2) XI, p. 291-304 ; i883. Pour le domaine ternaire, \q\t Annal i h), 
XV, p. 5!35-352; 1887. L'auteur se sert des syzygies pour la détermination de cer- 
taines formes canoniques utiles dans la résolution des équations du cinquième 
(et sixième) degré. 
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plus lard (*) le tableau donné par Caj'ley pour les sjzyj^ies de 
première espèce de f^. Cependant l'extension de celte méthode 
rencontre de grandes difficultés de calcul; elle n'apprend d'ail- 
leurs que fort peu sur la structure des systèmes de syzjgies. 

Stephanos (^) a tracé une autre voie. Il suit la méthode sym- 
bolique en s'appuyant sur les recherches de Clebsch ('). Pour 
les formes binaires il existe un domaine^ celui des déterminants 
fonctionnels, à l'intérieur duquel on peut grouper les syzygies. 
L'auteur applique ces considérations à l'élude des formes yi- 

Von Gall (*) a développé ce principe des déterminants fonc- 
tionnels en le rattachant à l'opération d'Aronhold. Il réussit ainsi 
à abréger les calculs etparvientà déterminer, dans cette multitude 
de relations, celles qui sont irréductibles, c'est-à-dire les syzygies 
fondamentales. 

Perrin {^) a donné une méthode plus directe, sans recourir au 
calcul symbolique, mais en suivant la voie ouverte par Cayley et 
Roberts. H base la formation des syzygies sur les sources (pénin- 
variants) des covariants : un péninvariant étant donné, on sait, 
en effet, que le covariant dont il est la source est déterminé et 
calculable. En combinant ce principe avec celui des formes 
associées, l'auteur parvient à une théorie générale qui permet de 
(aire le calcul même dans des cas très compliqués. II a développé 
l'application de sa méthode aux cas/^ et/c- 

Une syzygie (de première espèce) étant une relation entre les 
formes fondamentales A,, B|, ... d'un système, elle sera, à coup 



(') Sylvestku, Am.J.f IV, p. 4'-^2, 1S81; en part. p. 58. 

Hammond, Am. 7., VIIF, p. 19-25; i885. 

{') Comptes rendusj XCVI, p. 232-235, i564-i567; i883. 

(*) Binaere Formen, § 54. Comparer à cela Gordan, Vorlesunge/if U, §g i, 
11, 12. 

(*) Math. Ann.f XXXÏ, p. 424-4^0 ; 1888. Cas de deux formes/,. 

Math. Ann.f XXXIII, p. 197-223; 1888. Cas de deux formes/^. 

Math. Ann., XXXIV, p. 332-353; 1889. ïd. 

Math. Ann., XXXV, p. 63-8i, 1889. Cas d'une forme/,. 

(•) Bull. Soc. math,, XI, p. 88-107; i883. C. /?., XCVI, i883, p. '126-430, 479 
482, 563-565, 1717-1721, 1776-1779; 1842-1845. 

Sylvester s'était déjà servi de cette méthode de réduction, Am. 7., V, p. 79-139. 
1882-1883. — Les formes f^ et /, ont été examinées encore tout récemment par 
d'Ovidio, Palermo Rend., t. VI, p. 225-233, 1892; t. VII, p. i-4; 1893 ot Tonna 
Atti, t. XXVII, p. 535-563, 189:1; t. XXVIII, p. ii8-i33, 4')7-15i: 1893. 
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sûr, irréductible si, dans ses termes, il s'en trouve au moins un 
de la forme AB. Hammond (*) a remarqué qu'en effet toutes les 
syzjgies connues (de première espèce) contiennent un pareil 
terme binaire^ de sorte que ce dernier peut précisément servir à 
caractériser une syzygie. Cette remarque apporta certaines sini- 
pliiications dans la formation de sjzjgies nouvelles. 

Von Gall (*) rencontra cependant un exemple — la relation 
entre les 8 covarianls de deux formes f^ — qui échappait an 
théorème de Hammond. En spécialisant convenablement les coef- 
ficients, Stroh (•**) confirma ce résultat; par conséquent ce théo- 
rème, déduit de l'observation, n'a pas la généralité qu'on voulut 
d'abord lui attribuer. 

Dans une série (*) de Mémoires remarquables, Stroh a généra- 
lisé la méthode des déterminants fonctionnels employée par Ste- 
phanos et Von Gall, et il a montré que toutes les sjzygies dérivent 
de relations entre les composés (Ueberschiebungen) d'ordre supé- 
rieur d'un certain nombre de formes. 

Si nous considérons les résultats obtenus jusqu'ici, en tenant 
compte de ceux qu'a fournis l'emploi des fonctions génératrices, 
nous devons reconnaître que la théorie des syzjgies, malgré 
l'abondance des calculs, n'est encore qu'à sa période de dévelop- 
pement ('). 

Les recherches si étendues pour les cbsJ'^, /<,, et pour les sys- 
tèmes simultanés (/a, 'fg), (/s, ©3), (/j, (f^)y (/,, ©,) semblent 
bien avoir fourni une limite inl'ërieure exacte: mais, si l'on fait 
abstraction des cas ordinaires /21 fn^ et 2^*2 (•), on ne possède, 
d'une manière certaine, encore aucun système complet de svzy- 
gies, même de première espèce. 



(«) Am. /., VII, p. 3a7-34'4, i884;/.. Am. /., VIII, p. itj-iiô, iBSS;/^. 

{') Math, Ann., \X\IV, v. p. 333 ; 1889. 

(') Math. Ann.y X\\VI,p. i54-i56; 1890. 

(*) Math. Ann.y XWIII, p. 61-108; 1888. II prend comme exemple la forme/. 
Consulter encore Math. Ann., XXXIV, p. 354-370, 1890. Le germe de ia méthode 
se trouve dans son Mémoire inséré dans les Math. Ann., XXXI, p. 44 '1*4^4; '^^ 
Application au cas/,, (Ifath. Ann., XXXIV, p. 3o<>-3i8; 1889, et XXXVI, p. 262-3o3. 

(*) Rcmarquous encore que Mac-Malion a consacré un Mémoire aux syzygics 
cnlre perpétuants; Am.J., X, p. 149-168; 18S7. 

(•) D'après une Communication privée avec Hilbkrt, ce dernier a établi If 
système complet des (i4) syzygics d'un système de trois formes quadratiques. Cf. 
Math. Ann., XXXVI, p. 534. 
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Les systèmes d^ordre supérieur n'ont guère été traités jusqu'ici; 
il en est de même de la recherche fondamentale qui consiste à 
savoir où doit s'arrêter la chaîne des sjzygies qui correspondent 
à un cas donné. 

e. — Méthode numérative ; fonctions génératrices. 

Les méthodes de Clebsch et d'Aronhold fournissent pour les 
systèmes finis une limite supérieure du nombre des formes fon- 
damentales. Si donc, par une autre voie, on parvient à déterminer 
pour ces nombres une limite inférieure, on possédera à coup sûr 
le nombre exact de ces formes lorsque ces deux limites se confon- 
dront. 

Plusieurs géomètres anglais, notamment Cayley et Sylvester (*), 
se sont proposé la détermination de pareilles limites inférieures 
en basant leurs recherches sur la fonction génératrice que l'on 
rencontre dans les travaux d*Euler (*) sur la partition des 
nombres. 

Les premiers Mémoires de Cayley (') remontent à l'année i856. 
Modifiés (*) plus tard par l'auteur, ils forment la base de toute 
une série de travaux que l'on doit à Sylvester(*). 



(*) Voyez sa Note dans le Am, /., IV, p^i 62; 1881. 
(") Introductio in Analysin.. .^ I, § 304. 
(') Voir dans V Introduction, p. 10 et 11. 

(*) IX Ment, PhiL Trans., p. 17-50; 1870 et X, Afem. l. c, p. 6o3'-66i;: 1878. 
(*) *S77> Comptes rendus, LXXXIV, p. 240-244» 532-534, 974-97^» iii'3-i6, 
1207-11, ï285-8(>, 1359-G2, 1427-30. 
Comptes rendus, LXXXV, p. 991-995, io35-39, 1091-93. 

1878, Phil, BJag., p. 1-12 et Lond. Proc. 
Journ. /. Afath., LXXXV, p. 89-114. 
Comptes rendus, LXXXVI, p. 1437-41, 149Ï-92. 

Comptes rendus, LXXXVII, p. 241-2447 287-289, 44^-448, Soo-Sog, 

899-903. 
Am. y., I, p. 370-378. 

1879, Am, y., II, p. 71-84, 98-99. 
Comptes rendus, LXXXIX, p. 395-396. 

i883, Am. J., V, p. 241-200. 

Francklin a calculé suivant les méthodes de Sylvester l'es tables des fonctions 
génératrices des formes fondamentales et des syzygies lAm. J., t. II, p. 223-201,. 
293-306; 1879; t. III, p. 221-329; 1880; t. V, p. 241-260; 1882. 

Ce même géomètre a réuni les principaux théorèmes de Sylvester et de Cayley» 
en un exposé publié dans le Am. /., III, p. 1 28-154 ; 1880. 
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Considérons, par exemple (*), une forme binaire unique // ayant 
les coefficients a, La source cp d'un quelconque de ses covarianls 
d'ordre g^ de degréy et de poids w := | (y — g^y satisfait à Téqua- 
lion différentielle caractéristique 

0© = ao ^ -hiai -^ H- ... -h laz-i — *- = o. 
^ Oai da% doi 

Le problème fondamental consiste à trouver le nombre des 
covariants (et invariants incl.) de fi ayant pour le degré et le 
poids (ou pour le degré et l'ordre) des valeurs assignées à Tavance. 

Si l'on désigne par («v : iyj) le nombre des coefficients d'une 
source, il suffira, pour résoudre cette question, d'en retrancher le 
nombre des relations linéaires et linéairement indépendantes qui 
sont imposées aux coefficients de © par l'identité 5© = o. Syl- 
vester (*^) a démontré (1878) d'une manière générale l'hypothèse 
de Cayley, d'après laquelle le nombre de ces relations est égal à 
celui des termes de S'p. Le nombre cherché est donné (') parla 
différence A(w : i^j) : 

Afw : i,j) = ( w : i,j) — (iv — 1 : i,j), 

La fonction génératrice telle que l'a employée Euler peut être 
ramenée à la forme réduite (*), puis, après un calcul souvent très 
laborieux, à la forme représentative. Cette fonction génératrice 
représentative est avant tout une source commume pour le 



(*) Consulter l'exposé qu'en donne Bruno dans son Traité, § 12. 

(') Phil. Mag.^ p. 1-12; 1H78, et Journ. f. Math.^ LXXXV, p. 89-114. 

Ce même Ihéoréme a encore élé démontré par des méthodes les plus diverse:) : 
par Capelli, Bom. Ace. Z,., Mém,, XII, p. 1-62; i88i ; par Wii.'rkk'ï^ Afat h. An n., 
XXX, p. iS-ag; 18H7; par Stroh, A/a^A. Ann., XXXI, p. 44^-443; 1888; parSTUDY, 
Methoden, § 9, p. 187; 1889. Elliot a encore étendu les limites du théorème, 
London M, S. Proc, XXXIII, p. 298-304, 189a et XXXIV, p. 2i-36; 1898. 

(») Dans les Mess., (2) VIII, p. 1-8 (1878), Sylvester indique une règle très 
simple permettant de calculer A. Cf. Franklin, Am. J., Il, p. 187-188; 1879. 

(*) Cayley a développé le calcul de la fonction génératrice réduite en pre- 
nant comme exemple la forme//, Am. /., II, p. 71-84; 1879. Quanta la fonction 
génératrice représentative, elle semblait d'abord ne pas pouvoir s'appliquer à /• 
Cette difficulté a cependant été résolue par Hammond, Math. Ann., XXXVl, 
p. 255-261: i8go. 
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nombre (et le type) des formes fondamentales et des syzygies 
de toute espèce, 

Franklin a appliqué ce principe à plusieurs exemples. Dans le 
casdelaquinliqueys, ileslparvenu(^ ) à un minimum de 23 formes 
fondamen laies, landis que la méthode de Gordan donne un maxi- 
mum de 23 formes; dans les deux s^rslèmes, celles-ci se corres- 
pondent par ordre et par degré. La question du nombre et du tvpe 
des formes fondamentales d^une quinlique se trouve donc entière- 
ment résolue. L*auteur passe ensuite aux syzjgies de I. espèce et 
parvient à un certain système de 6 syzygies liées entre elles par 
une seule et unique syzygie de II. espèce (*). 

En poursuivant les calculs de Franklin, Sylvesler (') examine 
le cas d^une série de formes données en déterminant les limites 
inférieures du nombre des syzygies de I. espèce, prises soit par 
groupes^ soit dans leur ensemble. 

D'après Cayley, la fonction génératrice représentative ne 
demande qu^ine légère modification pour donner non seulement 
les nombres, mais encore les formations effectives des formes fon- 
damentales et des syzygies (*). 

Lorsque les formes fondamentales sont entièrement connues, la 
fonction génératrice représentative permet, d'après Hammond (^), 
d'obtenir une limite supérieure du nombre des syzygies de I. 
espèce. Il suffira donc de comparer ce nombre à la limite inférieure 
déterminée d'après Sylvester : pour les formes (/s et/e) étudiées 
jusqu'ici, les deux limites coïncident, sauf dans quelcjues cas isolés. 

C'est ici qu'il convient de signaler ie postulat fondamental(^) 
de Sylvester, d'après lequel, pour un degré et un ordre donnés, 
la présence des formes fondamentales exclut celle de syzygies. 



( ') Am. /., II, p. ai^. 

(') Ces syzygies de II. espère étaient restées inaperçues par Cayley. Il en 
résulta une erreur dans la conclusion de son II. Mem. (iK.'>6) lorsqu'il énonça 
qu'une /j ne pouvait adniellre un système complet (int de formes fondamentales. 
Cons. son VIII. Mem. Phil. Trans., p. 5i3; 1870. 

(*) Am. y., IV, p. 4i-6i. 

(*) Il en est de même de la Fonction génératrice réale de Cayley (X. Mem.). 
Voir aussi la remarque de Sylvester dans le Am. 7., IV, p. 57. 

(*) Am. /., VIII, p. iQ-aâ; i885. Consulter par le cas/, : Am. /., VU, p. 327-34^ ; 
et pour celui du système (/„ 9,) : Am. /., VIII. p. i38-i55; 1886. 

(•) Franklin en donne uo exposé dans le Am. /., III, p. i3o-i32. 
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Haminond rencontra (*) cependanl un eitemple [le cas (5, i3) 
d'une forme yVJî en contradicllon avec ce postulat et reconnut 
bientôt (^) que cette exception devait être attribuée à une identité 
récurrente qui résulte directement des équations différentielles des 
sources. 

On possède aussi des fonctions génératrices plus spéciales qui 
correspondent à certaines classes particulières de formations 
invariantes, tels que les perpétuants (') de Mac-Malion. 

Dans le domaine binaire, Jordan et Sjlvester ont établi des for- 
mules pour les limites supérieures du degré et de Tordre des for- 
mations invariantes. Le savant géomètre français (*) part des 
relations entre les covarianls du troisième degré, en s'appuyant 
essentiellement sur le procédé deGordan. Les limites obtenues 
par Jordan sont réellement atteintes, comme le montre le tableau 
de Sylvester et Franklin ('). 

De son côté Sjlvester nous donne (°), sans démonstration, des 
formules analogues à celles de Jordan, mais ne contenant que des 
facteurs numériques rationnels; par contre les limites obtenues 
sont plus élevées. Nous lui devons encore un procédé (') per- 
mettant de déterminer la limite inférieure du nombre total des 
formes fondamentales d'une forme donnée d'ordre pair. 

Il nous reste, pour terminer ce Chapitre, à citer l'extension, aux 
formes à plusieurs séries de n variables, du théorème de Cayley et 
Sylvester sur le nombre des formations (du domaine binaire) d'un 



(') London Proc, XIV, p. 83-88; Am. /., V, p. 218-228; i883. 

Voir les remarques de Cayley : London Proc, XIV, p. 88-91; Ilopk. CirCy II, 
p. 85-86, i5o, III, p. i3 (i8S3 et 1884 ). 

(') Voir son second Mémoire cité. 

(») Am. J.y VII, p. 26-47; »^^4- Hammond, Am. /., VIII, p. 104-126. ^oye-z dans 
ce Rapport le § II, C, a, a. 

Stroh a développé ces recherches à l'aide de la méthode symbolique; les résul- 
tats auxquels il est parvenu ont une forme très simple v. Math. Ann , XXXVI, 
/.c.,§§10. 11. 

(*) J. de LiouviUe (3), II, p. 177-233; 1876 et t. V, p. 345.379; 1879. Koir aussi 
SCS Aotes dans les Comptes rendus : t. L\XX, p. 870-877, 1 160-1 161 ; 1875; t. LXXXl, 
p. 495-498; «875; t. LXXXII, p. 269-270; 1876; t. LXXXVII, p. 202-204; 1878. 

Le premier Mémoire contienl un exposé général de la théorie de Gordan. 

(') Am, J., II, p. 223-25i. 

(•) Proc. of London, XXVÏI, p. ii-i3; 1878. 

(') Comptes rendus, LXWVI, p. i437-i'i4i, 1491-1492, i5i9-i522. 
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ordre et d'un degré donnés et linéairement indépendantes. Ce, 
problème de haute difficulté a été abordé et développé par Ca- 
pelli (*) dans une série de beaux Mémoires. Mais c'est à De- 
ruvts (2) que revient le mérite d'avoir résolu enlièrement cette 
importante question. 

B. — Irrationalité des formes. 

La question des formes irrationnelles a été soulevée dès les 
débuts de noire théorie et particulièrement sous Tinfluence de la 
Géométrie; mais ce n'est que tout récemment que l'on a été con- 
duit à une introduction systématique des covarianls irrationnels, 
et l'on ne possède, sur ce sujet, encore aucune théorie complète. 

Au point de vue historique, on constate deux directions. D'un 
côté, la pratique a donné lieu à des recherches sur les formes 
canoniques invariantes. D'autre part, on a soulevé le problème 
inverse, qui consiste à déterminer les formes qui auraient comme 
formes invariantes une ou plusieurs formes données; il s'agit, 
dans ce cas, de fixer le nombre de ces formes primitives et les 
équations dont elles dépendent. 

11 est vrai que ce second problème n'a été traité que pour 
quelques cas isolés. Il constitue cependant un complément in- 
dispensable à la théorie des invariants rationnels et de leurs sj- 
zygies, et semble, par conséquent, avoir quelque avenir. 

a. — Canonisation des formes. 
Les bases (') se retrouvent déjà dans les premiers développe- 



1^') Fondamenti di una teoria générale délie /orme algebriche, Ment. Rom. 
Ace, L., XII, p. 1-72; i88'i. Voir les dcveloppemenls de la Batt. G., XX, 
p. 393-301; 1882; el, pour certaines formes spéciales, le t. XiX, au Batt. C, 
p. 87-116. Consulter il/em. Boni. Ace. L., t. XV, i883, elBatt. G,, XXI, p. 343-355; 
i883. 

Une pareille extension se retrouve dans le traité de Study, Afethoden, p. 100. 
Voir aussi Sinon, Math. Ann., X\I1, en pari. p. 4o5; i883. 

(») Théorie générale..., 1891, Ch. VII. Bull, Belg. (3), XXI, p. 437-45i ; 1891. 
Voyez plus loin : § H, D., a. 

(') Nous avons pu réduire ce paragraphe aux points les plus essentiels, vu que 
ce Chapitre est truite en détail dans les Ouvrages de Clebscii, Salmon, 13hu.no, 

GoilDAN. 
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ineDts (le la théorie des formes. Cayley et Svlvester (*) mon- 
trèrent que les formes binaires pouvaient êlre représentées à 
Taide de puissances d'expressions linéaires x — a, les a étant les 
racines de simples covarlanls {canonisants). 

Plus lard, Gundelfinger (^) a traité celte question d'une ma- 
nière tout à fait générale, en ayant recours à l'analvse. Il parvint 
ainsi à introduire, dans la théorie des invariants, une série de 
théorèmes lires de la théorie des équations diflrérentielles. 

Rosanes (') avait déjà étudié la canonisation d'une forme bi- 
naire /„, pour examiner ensuite, au point de vue géométrique, 
le cas plus général de n formes/,,. Les résultats obtenus sont en 
liaison très étroite avec la théorie des polygones et des polyèdres 
polaires. 

De son côté, Reye (*) a été conduit à des résultats analogues 
en suivant une tout autre voie; il a, en outre (*), indiqué une 
généralisation de la remarque de Svlvester, d'après laquelle une 
forme cubique quaternaire peut être représentée à l'aide d'une 
somme de cinq cubes. Le Rapporteur a développé (®), avec beau- 
coup de détails, les relations qui existent entre le point de vue de 
Rosanes et celui de Reye, en montrant, en particulier, comment 
la représentation canonique dans des domaines d'ordre supérieur 
peut, è l'aide de la théorie des fonctions symétriques, être ra- 
menée à des cas plus simples. 

Quant aux formes binaires, nous avons encore à mentionner le 
Mémoire récent de G. Bauer(^) sur la forme canonique des 



(^) Voir l'extension qu'en a donne Le Paioe, Belg. B,y (3), II, p. ^o-53 ; C. 
/?., XCII, p. io48-9, iio3-5; XCIII, p. •î64-2(55 et 5oy-5i2, 1881; C. H., XCIV, 
p. 3i, 69, 424; Tor. Alti, XVII, p. 299-320» 1882; Rom, Ace. P. ;V. XXXV, p. 54- 
8'|, 140-145 ; Lisboa Jorn. de Sciencias math., IX, i883. 

(») Gott. Nachr.y p. ii5-i2i; i883 et avec plus de détails dans le /. /. Math.y 
C, p. 413-424. — Consulter la remarque de Hilbert, Math. Ann., XXX, p. i5. 

{') Journ.f. Math., LXXV, p. 172-176, 1873; LXXVI, p. 3i2-33o, 1873; Math, 
Ann., VI, p. 264-3i2; 1873. — Nous reviendrons sur celte question en parlant de 
la théorie de l'Apolarité, Ch. 11, D. b. 

{*) Journ.f. Math., LXXII, p, 293-326; 1870. 

( ») Journ. f. Math., LXXVIII, p. 114-122 et p. 133-129; 1874. — Voir les remar- 
ques historiques dans la biographie de Clebsch Math. Ann., Vil, p. 17. 

(•) Apolaritàt und rationale Curven, Tubingue, i883. 

(0 Mi'inch. Ber., p. 3-2o, 1892 
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formes /2/1; puis un travail de Hjlberl(*), qui donne un critère 
permettant de reconnaître si une forme donnée est une puissance 
entière d'une autre forme binaire. 

On doit encore (^) à Hilbert un principe, d'après lequel la 
présence des irrationalités est nettement mise en relief : on 
cherche les formes ?pv (d'ordre v), dont le composé (d'un ordre 
suffisamment élevé) avec/ (d'ordre pair) ne diffère de cette der- 
nière que par un facteur constant X; cette quantité X est un inva- 
riant irrationnel de/, tandis que les formes cp se présentent comme 
covariants irrationnels. 

La théorie des équations et la transformation de Tschirnhausen 
ont également donné naissance à un grand nombre de formes 
canoniques. Nous signalerons ici seulement le Mémoire de Brill(') 
qui donne pour les/5 deux formes très remarquables. 

11 nous reste à considérer la représentation canonique caracté- 
ristique des formes (définies) d'ordre /?, à variables et à coeffi- 
cients réels, et conservant le même signe, indépendamment des 
valeurs réelles attribuées aux variables. Aux cas bien connus 
n = 2, m étant quelconque, et m = 2, n étant quelconque, 
Hilbert (*) a ajouté le suivant /i = 4, m = 3, auquel correspond 
une représentation (à l'aide de trois paramètres arbitraires) sous 
la forme d'une somme de trois carrés. De plus, l'auteur a prouvé 
que, pour toute autre combinaison des nombres m et /i, la repré- 
sentation en somme de carrés est impossible. 



(') .\fath. Ann.y XXVII, p. i58-i6o; 1886. Au point de vue de la mélhode, voir 
plus loin II Cb, d. -~ Maisano avait déjà (i883) examiné les cas simples dans le 
Hom. Ace. L., (3), VII, p. a3«-v»33. 

(') Leipz. Ber.; i885, p. -527-^38: Math. Ann., XXVÏÏI, p. 381-4/I6. — Dans le 
Journ. de Math. f (4), IV, p. a'^g-jôG, i88(j, Hilbert a montré que son principe 
pouvait être étendu aux domaines ternaire et quaternaire. 

(•) Math. Ann.f XX, p. 33o-357; i88a. Ce sont les formes : 

x*-h2px*-h3qx'-\- ]rx^-^3x'-\-2px -\- q et x* -h ax* -h bx' -h ex* -^- 1 . 

Voir encore, pour la représentation canonique de/, : 

Maschke, Gôlt. Nach.; 1887, p, ^ai-^a^ ; Math. Ann., XXX, p. t^i:fi-h\^\ BRiosciir, 
nom. Ace. L. /?., (4), IV, p. i8i-i84; i88'i; Acta Math., XIÏ, p. 83-ioi; 1888; 
LiNDKMANX, Math. Ann., \\l, p. 71-109: Bolza, Math. Ann., XXX, ^tS-'iqo. 

(') Math. Ann., XXMI, p. 33t!-3.5o; 1880. 
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b. — Retour des covariants aux formes primitives. Invariants et covariants 

irraiionneis. 

Dans la théorie des nombres, on est parvenu à grouper les 
types non équivalents de formes quadratiques binaires apparte- 
nant à un déterminant donné ^ ce sont des Ijpes tels qu'il est 
impossible de passer de l'un des types à un autre par une substi- 
tution linéaire (à coefficients entiers). Ce problème n'a pas été 
sans influence sur les premiers développements de la théorie des 
invariants, car, lorsque Hermite(*) se proposa d'en faire l'exten- 
sion aux formes binaires d'ordre supérieur, il se vit obligé de 
développer d'abord les méthodes de la théorie des formes. 

D'un autre côté, la Géométrie conduisit à des problèmes ana- 
logues. Le premier exemple, et en même temps le plus remar- 
quablC; est donné par la cubique plane €3=^ o, admettant une 
courbe co va ri an te H8=o. Hesse découvrit non seulement cette 
dernière, mais il parvint encore à montrer que réciproquement, 
H3 étant supposé donné, il y avait trois courbes correspondantes. 

Mais ce ne fut que plus tard que l'on approfondit ces questions 
au point de vue de la théorie des formes. 

Dans le domaine binaire, il y a un problème qui, par ses nom- 
breuses applications géométriques, a pris quelque importance. 
C'est celui qui consiste à déterminer les types non équivalents de 
faisceaux de formes y^ "H f^'fn admettant comme déterminant fonc- 
tionnel une forme donnée /2(/f-«) d'ordre 2(n — i). Brill (^) a 
montré le premier que ce problème admet un nombre fini de 
solutions, c'est-à-dire qu'il n^existe aucune relation entre les coef- 
ficients dey*2{w-i)' 

Si le cas /i = 3, avec deux solutions, n'ofirait pas de diffi- 
cultés ('), il en fut tout autrement pour /? = 4, conduisant à cinq 
solutions (*). L'équation du cinquième ordre, dont celles-ci dé- 



(0 Voir, en particulier, le Jonrn. fiir Math., XL, XLI; i85o, i85i. 

(") Math. Ann.f XX, p. 33o-357; 1882. Voir l'exposé qu'en donne le Rapporteur, 
Apotaritàe. . . , p. Sao. 

(•) Voir, par exemple, Caporali, JVap. Rend., XXII, p. gS-ii^; i883. 

(*) Dans les Math. Ann,, XXI, p. 71-109, Lindemann examine le cas parti- 
culier dans lequel le déterminant fonctionnel se confond avec le hessien de f^. 
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pendent, a été examinée par Stephanos (*), tandis que Brill (^) a 
étudié ces cinq faisceaux, particulièrement dans leurs relations 
avec les équations du sixième ordre. D'un autre côté, le Rappor- 
teur (') s^est occupé des liens qui rattachent ces faisceaux à la 
théorie des courbes rationnelles planes Ct et G^, puis à la théorie 
des cubiques dans Tespace. Il a même été le premier à donner la 
solution (-^) du cas général, solution qui a été confirmée ensuite, 
à l'aide d'autres méthodes, par Stephanos ('') et Schubert (*). 
Enfin, Hilbert parvint (^), en s'appuyant sur le principe signalé 
dans le paragraphe précédent, à déterminer l'équation donnant 
les solutions du problème et à traiter la question analogue relative 
au faisceau de formes correspondant à un discriminant donné (*). 

Ce dernier problème, dans le cas de deux variables indépen- 
dantes, a été résolu, d'une façon remarquable, par Hurwitz (®), à 
l'aide des méthodes de la théorie des fonctions. Cela revient, 
selon cet éminent géomètre, à chercher les surfaces de Riemann 
admettant des points de ramification ( Verzweigungspunkte) 
donnés. Ses résultats renferment, comme cas particuliers, ceux 
qui avaient été obtenus précédemment. 

Dans les travaux récents sur la résolution des équations de 
degré supérieur, on rencontre un problème inverse assez remar- 
quable (*®); il s'agit, si l'on suppose les formes d'un sjslème com- 

(') C. R.f XCIII, p. 993-997; 1881. C'est Texlrait d'un Mémoire plus considé- 
rable couronné par T Académie et publié dans les Sav. étrangers; i883. 
(*) Math. Afin., XX, p. 33o-357; 1882. 
( ' ) Apolaritàt . . . ; 1 883. 
(•) Loc. cit*, p. 391. Pour un déterminant fonctionnel donné d'ordre 2/1, il y a 

; , . , — ' . faisceaux de formes/,.,. 

(») Thèse, 64 pages: 1884. 

(•) Acta Math., VllI, p. 97-117; 1886. 

(') Leipz. Ber.j p. 1 12-122, 1887; Math. Ann., XXXIII, p. 217-230. 

(•) Math. Ann., \\\l, p. 482-492; 1888. 

{*) Math. Ann.j XXXIX^ p. 1-61; 1891. Ce Mémoire contient, en outre, de 
nombreux renseignements bibliographiques. Consulter aussi Frobemus, Journ. 
fur Math. f CVI, p, 125-189; 1890. 

Ce genre de problème inverse, examiné au point de vue de la théorie des fonc- 
tions, a été présenté, avec une remarquable clarté d'exposition par Picabd dans 
son Traite' cl* Analyse^ t. II, Chap. VI; 1892. Le Mémoire de Hurwitz se trouve 
cité à la p. 482. H. K. 

('•) Voir par exemple le traité de Klein, Vorlesungen ûber dos Ikosaeder, 
elles travaux de klein et de Gordan cités plus haut (I.B. ^.). 
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plet affectées de valeurs numériques fixes (compatibles), d'éta- 
blir les équations dont dépend la détermination de la forme 
primitive. 

LMntroduction des formes irrationnelles dans la théorie des 
fonctions elliptiques et abéliennes, a fortement contribué au dé- 
veloppement de cette branche. On sait, ainsi que Ta bien re- 
marqué Klein (*), que l'intégrale elliptique de r* espèce peut 
admettre une infinité de formes canoniques, suivant les dimen- 
sions de l'espace dans lequel on considère la courbe elliptique 
normale. Le module de l'intégrale est alors un invariant irra- 
tionnel de cette courbe. 

Dans l'étude des genres /? = a et /? = 3, on se trouve en pré- 
sence de méthodes très diverses (^). Si, pour le second cas, on se 
borne à la courbe normale la plus simple, à une quartique plane 
G4, les intégrales et les fonctions correspondantes se modifient 
dans leur caractère suivant le domaine de rationalité que l'on a 
pris pour base. Klein (^) a fait voir que les formes invariantes 
dont on fait usage dans ce cas possèdent, en général, la propriété 
des combinants. Toutes ces recherches ont, en même temps, 
permis d'enregistrer des progrès dans la théorie géométrique (*) 
des C4. 

G. - Opérations symboliques et invariantes. 

Nous arrivons maintenant au domaine plus étroit qui a trait 
aux opérations dont on fait usage dans la théorie des invariants. 



(») .\fath. Ann.y XVII, p. i33-i38; 1880. Leipz. Abh., p. 339-899; i885. Con- 
sulter PiCK,;l/a/ A. y4/i/i., XWIII, p. 3o9-3i8; 1887; Wiener Ber. jiuin 1888, 7 pages; 
et mars 1889, 38 pages. 

(*) Pour ce qui est du genre p = 1^ nous renvoyons surtout aux travaux de 
Klkin, Burkhardt et Wiltheiss, publiés dans les Math, Ann. à partir du 
t. XXVII. 

Quant au genre /? — 3, consulter Plck, Afath. Ann. y XXIX, p. 259-271 ; Klein, 
Gôtl. Aachr.f p. 191-194; 1888; Math. Ann., XXXVI, p. i-83; Wiltheiss, Math. 
Ann. y XXXVIII, p. i-33, et les .Mémoires de Pascal dans les Annali di Math.y 
!• série, XVII, XVHI; 1889, 1890. 

(') Gôtt. Nach., p. 191-19'!; 1888. Voir encore Wirtingkr, Math. Ann., XL, 
36 1-412; 1892. 

(*) A ce sujet, on peut consulter Frobenius, Journ. /tir Math. y IC, p. 275-3 l'j. 
t. cm, p. i3()-i83; 1888. 
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Celles-ci se répartissent en deux grandes classes, en opérations 
symboliques et en opérations réelles; ces dfernières se composent 
d'opérations différentielles effectuées sur les formes, tandis que 
les premières appartiennent à l'Algèbre. En effet, on reconnaît 
facilement que le principe qui est à la base de ces méthodes sym- 
boliques se confond avec celui des nombres idéaux introduit 
dans la Science d'une manière générale par Kummer. 

a. — Méthode symbolique et représentation graphique. 

a. École allemande, — La méthode symbolique (* ), introduite 
par Clebsch et Aronhold, et développée ensuite par Gordan et 
ses élèves, a atteint un certain degré de perfection. Elle a princi- 
palement pour but de ramener la théorie des invariants des formes 
d'un degré quelconque à celle de formes linéaires. 

Dans l'Introduction, nous avons déjà tracé à grands traits 
les bases sur lesquelles reposent les méthodes adoptées par les 
géomètres allemands. Après avoir démontré le théorème fonda- 
mental d'après lequel toute forme invariante peut être représentée 
à l'aide d'un produit symbolique, Clebsch (2) étendit son théorème 
à un système de formes contenant un certain nombre de formes 
linéaires. Au point de vue scientifique, l'emploi des symboles n'a 
cependant été justifié que plus tard, grâce à une proposition gé- 
nérale démontrée (^) par Gordan pour les formes binaires, par 
Study pour les formes ternaires, et par Pascal pour les formes à 
n variables. 

Nous avons indiqué plus haut (II* Partie, A, a)(*) comment la 
méthode symbolique se rattache à la notion des réductants, et à 



(*) Le lecteur, désireux de s'initier rapidement à ces méthodes, pourra con- 
sulter les Vorlesungen de Gordan, t. II, I'* Partie. 

(*) Journ. fiXr Math.^ LIX. p. 1-63; 1861; Binaere Formen^ § 12. Voir aussi 
les démonstrations de Dahl Zeuthen Tiddskr.y 4* série, IV, p. i54-i5S; de 
Gordan Vorlesungen, II, § 9, et celle de Study, Methoden, § 5. 

Consulter encore Clebsch, Gottinger Abh.j XVII, p. 1-62; 1872 et Math. Ann., 
II, p. 1-8; Waelsch, Math. Ann., XXXVII, p. i4i-i52; Study, Leipz. Ber.^ 
p. 172; 1890 et une remarque par Gordan, Programm. (Appendice). 

(') Vorlesungen de Gordan, II, n» 117. — Study, Math. Ann., XXX, p. 120- 
126 et Methoden, § 6. — Pascal, Batt. G., XXVI, p. 33-38, io2-io3: Bom. Ace. 
L. Bend.j 4* série, IV, p. 1 19-124; Bom. A. L. Mém., 4* série, V, p. 373-387. 

(*) Voir plus haut, p. 53 et suivantes. 

M. 6 
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celle des systèmes complets, relativement complets ou prolougés, 
notions introduites par Gordan. On doit à ce dernier encore un 
principe de translation symbolique (Uebertragungsprincip) {*) : 
si, pour une forme y= aj, on suppose connu le système des inva- 
riants et covariants ^, de degré m — i par rapport aux coefficients, 
et tel que toute autre formation soit exprimable linéairement au 
moyen des cp, le principe en question permet de passer au système 
correspondant de degré m. 

Tout récemment (*), Stroh est parvenu à simplifier, d'une façon 
remarquable, la méthode symbolique de Clebsch et Aronhold. 
Son procédé revient, au point de vue pratique, à rendre le plus 
petit possible le nombre des facteurs symboliques dont se com- 
pose un invariant. L'introduction des symboles fondamentaux lui 
permet de donner des expressions très simples pour les cova- 
riants et les péninvariants. 

La méthode symbolique peut également s'étendre aux formes 
à plusieurs séries de variables soumises à des substitutions diffé- 
rentes. Parmi ces formes les plus importantes sont les combinants. 
Stroh a donné ('), pour ces derniers, une représentation symbo- 
lique qui permit à Study {*) d'étendre les résultats aux combinants 
de formes qui, à côté des variables x, contiennent encore les va- 
riables contragrédientes u. 

On parviendra d'une façon analogue aux invariants et covariants 
des formes plus compliquées de l'espèce aç*a^ . . . , dans lesquelles 
figurent les différentes séries des a:, Ç, .... Gordan (*) a donné, 
pour le domaine binaire, une représentation symbolique ne con- 
tenant qu'un seul symbole. 

Rappelons enfin, pour terminer, que les principaux symboles 



(•) Math, Ann.y 1, p. 90-101; 1869; XVII, p. 217-234, Chap. I; 1880.— Ne pas 
confondre ce principe avec celui qu'a donné Clebsch, et que Ton trouvera, par 
exemple, dans Clebsch-Lindemann, t. I, p. 274 (ou dans l'édition française, 
t. I, p. 34a)' 

(*) Math. Ann., XXXVI, p 26i-3o3, § 7; 1890. 

(») Math. Afin., XXII, p. 393-4o5; i883; et Programm, Mûnchen; 1894. 

Une méthode analogue a été suivie par Capelli pour les formes quadratiques 
à deux séries binaires (Batt. G. XVII, p. 69-148; 1879), et par Le Paioe pour des 
formes multilinéaires {Belg. Bull.j 3* série, II, p. 4^-53; 1881). 

(*) Voir son Traité Methoden, etc. y II, § 13. 

(») Math. Ann.y XXXIII, p. 372-889; 1889. 
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de la théorie des groupes de iransformalions diaprés Lie, le ^X/" 
de la transformation infinitésimale et le (XiXa) {Klammeraus- 
druck) ont été adaptés avec succès par Study au domaine plus 
spécial des transformations projectives (* ). 

^. Ecole anglaise. — Si les méthodes signalées dans le para- 
graphe précédent possèdent, dans leur ensemble, un caractère 
uniforme, celles que Ton rencontre actuellement chez les auteurs 
anglais (^) présentent des tendances très diverses. On peut les exa- 
miner à trois points de vue différents : d'abord on constate l'in- 
troduction de représentations graphiques dans le but de faciliter 
l'étude des expressions de la théorie des formes, puis, inverse- 
ment, le fait que notre domaine peut être considéré comme une 
branche de l'Algèbre (universelle) des matrices, enfin, le lien 
symbolique qui rattache les péninvariants à l'étude des fonctions 
symétriques. 

En 1878, Sylvester (^) a fait voir que, dans la théorie atomique, 
les formules de constitution présentent une grande analogie avec 
la représentation symbolique des invariants et covariants binaires. 
Si l'on envisage les éléments chimiques comme des formes binaires, 
par exemple, 

h=Ax=/ï:^=..., o=oi=o'^«=..., c=ci=c:p*=..., N=/i»=/i:»=... 

la valence correspondant à l'ordre de la forme, on voit que les 
combinaisons saturées correspondent aux invariants et les com- 
binaisons non saturées aux covariants. Ainsi, dans le premier 

cas, on a \ 

20 = (00')«, H«0 = (Ao)(A'o). 

En représentant alors, comme en Chimie, les éléments par des 



(») Methoden, II, § 15. Foir Lie-Scheffers, Vorlesungen, Leipzig; 1893. 

(') Dans ses derniers travaux, Cayley qui avait cependant créé la représenta- 
tion symbolique» préféra faire usage des sources et des fonctions génératrices, 

{* ) Am. /., t. I, p. 63-135; 1878. Voir dans le même Kecueil les remarques de 
GuFFORD, p. 126-139 et de Malet, p. 377-282. 

Clipford a étendu ce procédé aux formes binaires linéaires par rapport à plu- 
sieurs séries de variables. Loncf. M. S. Proc, X, p. i-?^-i29, 2i'|-i2i; 1879. ^'oi'- 
aussi p. 30^-2 1/| une Note de Spottiswoode. 
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points et les liaisoDS (Ao-, etc.) par des droites, on possédera une 
image de la représentation symbolique des invariants binaires. 
Sjlvester en a tiré des applications très curieuses, concernant la 
loi de réciprocité d^Hermite et les formes associées de Clebsch. 
Il est évident qu'une pareille représentation graphique est 
sujette à de nombreuses modifications. Ainsi, on peut faire usage 
de l'expression d'un invariant binaire en fonction des différences 
des racines; c'est une somme (symétrique) de produits tels que 

où les exposants sont ^o, les degrés en Xt, X2, . . . , Xa étant tous 
égaux. On représentera chaque x par un point et chaque diffé- 
rence Xi — Xk par une ligne joignant x/ à Xk* On aurait, par 
exemple, pour 

un carré avec deux côtés opposés doubles et deux diagonales. 

11 se présente alors une question importante, celle de la réduc- 
tibilité de l'image (*). Petersen (^) en fait usage pour démontrer 
un théorème de Gordan d'après lequel^ pour une forme donnée, 
le nombre des produits ci-dessus est fini, tout autre produit pou- 
vant être déduit de ceux-ci par une multiplicajtion; de plus, il 
parvient même à déterminer ces produits. 

Quant à la théorie des invariants, considérée comme cas parti- 
culier de l'Algèbre des grandeurs extensives, nous nous bornerons 
à indiquer un exemple. Étant données deux formes binaires bili- 

néaires 

/= ciixxxyx -h ax%xxyt->r an x^y^ -h aita?,j^i, 

on peut former le second composé (Ueberschiebung), qui 
reste invariant même pour des substitutions indépendantes effec- 
tuées sur les deux séries de variables, en faisant le produit /o, 
ces unités x^, X2, yi, y^y étant soumises aux conditions 

x\ = xl =y\ =yl = 0, ar,ar, = — a?iar, =^,7, = — ^,^, = 1. 



(«) Consulter Buchheim, Lond. M. 5. Proc.^ XVII, p. 80-106, et Kempe, p. 107- 
121: 1886, t. XXIV, p. 97-118; 1893. 
(•) Acta Afath.f XV, p. igS-aao; 1891 
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On obtient, enefiet, 

(/? )* = «1 1 ^11 — «n ^11 — «Il ^lî -H ail 6| 1 . 

La généralisation n'offre aucune difficulté. On trouve des dé- 
veloppements, sur ce sujet, dans Clifford {loc, cit.)^ bien que 
le germe de celte théorie se présente déjà dans l'œuvre de Grass- 
znann (*). 

Nous passons maintenant à la représentation symbolique des 
invariants binaires basée sur la théorie des fonctions symétriques. 

La source Cq d'un covariant de fn est, comme on sait, une 
forme isobare par rapport aux coefficients aoj ai, a2, . • • ; elle 
vérifie l'équation différentielle 

a = ao -z h 2 ai -r h 3 ai h. . .= o. 

oax oax ocii 

Par suite, G© restera une pareille source pour toute forme/u^i, 
^«+2? • • • d'un ordre plus élevé. On désigne alors G© sous le nom 
de péninvariant (semi-invariant) de la série prolongée des va- 
leurs ^0, ^1, ^2, .... Ges péninvariants sont indépendants de 
Tordre n de la forme fondamentale; c'est là une proposition fon- 
damentale que l'on doit à Mac-Mahon (2). Il en résulte xine parti- 
tion symbolique y procédé que l'on retrouve dans les principes 
que Sjlvester a placés à la base d'une Algèbre universelle (•). 

Gette méthode a permis à Gayley {loc, cit.) d'établir pour les 
péninvariants la fonction génératrice 

xJ[ 

(I — :r»)(i — a:»)...(i — a;/)' 

dans le développement de laquelle le coefficient de x^ indique le 
nombre des péninvariants de degré j et de poids fv, et linéaire- 
ment indépendants. 

En suivant une marche analogue, Mac-Mahon (loc. cit.) est 

I 

( * ) Voir par exemple, un exposé dans la biographie de Grassmann, Math, jénn,, 
XIV, p. 9 et suivantes; ainsi qu'une Note de Fehr, Nouv. Ann. (3) XIV, en 
part. p. 79. 

(») Am, /., VII, p. 26-47; »S84. Consulter Cayley, môme Recueil, p. i-a5, 
^9-l^i Quart. /., XX, p. 21Q-21H; iS84; Am. Journ., XV, p. 1-73; 1893. 

(*) Am. /., t. V, p. 79-137, VI, p. 270-286; i883 et dans le t. IV, un Mémoire de 
Peirce, p. 97-229; 1881. 
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parvenu à la fonclioa génératrice des perpétuants^ c-est-à-dîre 
des péninvariants qui ne sont pas fonction entière et rationnelle 
de péninvariants de degré moindre. Cette fonction prend la forme 
simple 



•A • <J • ^ . • • / 



Cajley et Mac-Mahon ont calculé, d'après cela, des tables très 
étendues pour les péninvariants, les perpétuants et leurs syzygies. 

6. — Opérations invariantes non symboliques. 

Nous passerons en revue les principales opérations différen- 
tielles effectuées sur les formes invariantes dans le but d'en dé- 
duire de nouvelles formes. Le cas particulièrement important où 
une pareille opération conduit à la valeur zéro, sera traité plus 
loin (11, C, by ^); il en est de même des opérations différentielles 
effectuées sur les réciprocants et les péninvariants (II, C, ca et 
II, D, a). Ces opérations, parleur nature même, ou du moins sous 
une certaine modification (*), possèdent la propriété de V inva- 
riance, c'est-à-dire que le résultat est le même, que l'on effectue 
d'abord l'opération pour soumettre ensuite les variables à une 
substitution linéaire, ou que l'on procède inversement. 

D'après leur développement historique, ces procédés se répar- 
tissent en ceux qui se rapportent, soit aux variables, soit aux coef- 
ficients de la forme, soit enfin aux coefficients de la substitution ; 
ces trois espèces de grandeurs peuvent cependant être considérées, 
d'une façon commune, comme coefficients de formes linéaires. 

Il nous est impossible, dans les limites que nous nous sommes 
imposées, d'approfondir la signification de ces opérations, ainsi 
que leurs relations mutuelles; nous renverrons, à cet effet, au 
Traité de Study et aux Vorlesungen (t. II, i'* Partie) de Gor- 
dan. 

a. U opération d'Aronhold. — On réunit en général sous ce 



(') Study. Methoden, etc., p. 175. Voir aussi Lik-Scheffers, Vorlesungen 
Uber cont, Gruppen, Leipzig, 1893. 
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nom toutes les opérations de la forme 



i>/.»-2*'4' 



les Pi, qi étant soumis aux mômes substitutions et constituant par 
ce fait deux séries cogrédientes de variables. 

Considérons d'abord le cas dans lequel les p et q sont les va- 
riables ordinaires (ponctuelles) de la forme : c^est le cas que Ton 
désigne généralement sous le nom d^ opérât ion polaire. 

L'opération polaire a pénétré de bonne heure dans la Géométrie 
projective et en est même devenue la base (*). Dans la théorie des 
formes, par contre, elle n'occupe une place importante que depuis 
que Ton est parvenu à montrer que toutes les autres opérations 
différentielles peuvent non seulement se ramener à l'opération 
polaire, mais que Ton peut, de plus, les exprimer algébriquement 
sous forme explicite en fonction de celle-ci. 

Considérons en premier lieu les développements en séries (^) 
qui ont pour but de réduire des formes à plusieurs séries cogré- 
dientes de variables, à d'autres formes d'un nombre moindre de 
séries. Gordan et Clebsch furent les premiers à examiner de 
pareilles réductions ('). Clebsch (*)et Capelli (') ont traité le 
problème général à deux points de vue différents; mais c'est à 
Capelli (*) que revient le mérite d'avoir placé l'opération polaire 
comme fondement de toute la théorie des formes. Ce point de vue se 
fait déjà jour dans son Mémoire de 1 882» dans lequel il se propose 
la recherche du nombre de covariants indépendants d'un ordre et 
d'un degré donnés et appartenant à un système de formes données. 

Plus tard (^), Capelli prend comme point de départ n séries de 



(*) Voir par exemple Tuibme, Math. Ann., XXVIII, p. i33-i5i; 1887. 

(*) Voir plus loin le paragraphe II, C, b, S. 

(') Gordan, Math. Ann.f V, p. 95-122; 1872.— Clebsch, Binàre Forment %1. 

(*) Gôttinger Abh., XVII, p. 1-62; 1872. 

(*) Les iadtcations bibliographiques sont données plus loin, p. 96. 

(*) Consulter son célèbre Mémoire Fondamentiy etc., 1882. 

C) Capelli a réuni ses diiTérentes recherches sur ce sujet, dans les J/a//t. ^/m., 
XXXVII, p. 1-37; 1891. Voir encore Nap. Rend., XXV, p. i34-i44; »886. Môme 
Recueil, 2» série, I, p. iio-fi5, 286-242; 1887. Atti R. Ace. Nap., 2* série, I, 17 
pages. Math. Ann., XXIX, p. 33i-338; 1887. Nap. Rend. (2) VII, p. 29-88; 
155-162; 1898. 
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V variables homogènes (^Ti, :r2, . .., :îrv)> (j^ij^a? •••îJ^v)? ■••» pour 
étudier les relations qui existent entre les N=/î^ opérations 

élémentaires D^.^, Djr/, Dxa^ • • •» ^yx^ ^yyy Les N opérations 

étant prises dans un ordre quelconque D|, D2, ..., D^, i'auleur 
montre que toute forme F des D peut être ramenée à l'expres- 
sion 

F = 2CD«.D«....D^. 

Il examine ensuite le problème général qui consiste à détermi- 
ner l'opération la plus générale F qui peut être permutée avec 
toute autre opération de même espèce (en particulier avec chaque 
opération élémentaire); l'auteur fait voir que F doit être une 
fonction symétrique de n séries de variables et être exprimable 
au moyen des n opérations simples; celles-ci sont linéairement 
indépendantes et doivent admettre chacune la propriété de la per- 
mutabilité. 

11 jr a lieu de rappeler ici que Topération polaire joue égale- 
ment un rôle fondamental important dans la méthode symbolique 
de Gordan (*). 

Nous arrivons maintenant à Vopération d^Aronhold, effectuée 
sur les colonnes des coefficients (/?/), (çi)^ ('v)? •• • d'une trans- 
formation linéaire (ponctuelle). Cette opération se rattache très 
étroitement à l'opération polaire. En effet, Aronhold a établi cette 
proposition générale que les coefficients de la transformée déve- 
loppée suivant les nouvelles variables, étaient des polaires de la 
forme primitive. 11 en résulte, comme l'a fait voir Gram (2), que 
l'on obtient le système des n(n — i) (^) équations différentielles 
caractéristiques d'un invariant J d'une série de formes de n varia- 
bles, en écrivant celui-ci au moyen des coefficients transformés, 
J devenant ainsi J| , et en égalant à zéro le résultat des opérations 
polaires Gpq{p y^ q), effectuées sur J| . 



(*) Voir ses Voriesungen, II, §2, et pour le domaine ternaire les Math.Ann., 
\VII,p. 217-234; 1880. Consulter aussi Pascal, Napoli Rend., 2« série, I, p. 200- 
207; 1887. 

(') Malh.Ann., VII, p. 280-240; 1874. 

(») Les n autres équations qui figurent dans le Mémoire d'AronhoId indiquent 
simplement que les invariants sont homogènes et isobares par rapport aux coef- 
ficients de la forme primitive. 
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Pour les formes binaires, Bruno (^) a donné un procédé per- 
mettant d'obtenir directement ce système d'équations différen- 
tielles. 

L'opération d'Aronhold modifiée 

où les ai et les bi correspondent aux coefficients de deux formes 
fn et cp/i est également d'un usage fréquent. On a déjà eu recours 
à cette opération au début de notre théorie, pour étendre la no- 
lion et la formation de l'invariant J d'une forme fn à plusieurs 
formes/„, ©«, • . .. 

Ce procédé a été appliqué aux formes linéaires par Clebsch (*), 
qui l'a établi comme base de sa méthode symbolique. Tant que les 
b sont indépendants des a, l'opération D^^J == DJ peut être répé- 
tée sans difficulté; on déduira D^Jde DJ, comme on a obtenu DJ 
à l'aide de J, etc. 

Mais s'il existe entre a et 6 une relation (covariante) quel- 
conque, il faut avoir recours aux formules récurrentes établies 
par Gordan (^), ou, ce qui théoriquement est préférable, il faut 
faire usage de certains développements en séries. 

Gordan se sert aussi de l'opération d'Aronhold pour la forma- 
tion des combinants (loc. cit., §6); J sera un combinant de /et «p, 
dès que DJ est identiquement nul, et réciproquement. L'extension 
à plus de deux formes ne présente aucune difficulté. 

Par contre s'il existe une relation entre les formes/, cp, ..., on se 
trouve, pour le moment, en présence d'un cas dont l'étude est 
encore incomplète. 

On ne s'est encore occupé que d'un cas spécial dans les do- 
maines binaire et ternaire. Ce cas, très important en Géométrie, 



(*) Consulter sa Théorie des formes binaires (1876); traduction allemande 
par Walter et Nœthcr (1881). 

(*) On en trouve un exposé dans les Vorlesungerif Clebsch-Lindemann, I, 
p. i83 et suivantes. 

(*) Vorlesungen de Gordan, II, § 5. 
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est celui d'une forme/ et de son covariant o et tel que Ton ait 

D/=o, D(p = M/, 

M étant un facteur constant (*), 

Le procédé que Ton suit pour la formation des éjectants n'est 
qu'un cas particulier de l'opération d'Aronhold; il a pris une 
place importante dans la formation des systèmes invariants (^). 
Gordan (') a appliqué cette méthode aux équations différentielles 
de l'invariant J d'une forme binaire pour leur donner une inter- 
prétation dans la théorie des formes; il amve au théorème sui- 
vant : 

Le {n — iy<*'»<? composé {Ueberschiebung) de la forme primi^ 
live avec le premier éjectant de J est identiquement nul, tan- 
dis que le n'^"** composé reproduit V invariant {à un facteur 
numérique près). 

Réciproquement, cette propriété permet d'établir immédiate- 
ment les équations différentielles. 

p. *Le procédé de la composition et V opération Û. — C'est 
sur la composition des covariants {Ueberschiebungsprocess) 
que repose toute la partie pratique de la théorie des formes. 

D'une manière générale, les composés peuvent être définis 
comme des formations invariantes simultanées de deux ou plu- 
sieurs formes d'un nombre quelconque de séries de variables et 
linéaires par rapport à chaque série de variables. 

Nous traiterons cette question très brièvement, vu qu'elle est 
exposée avec beaucoup de clarté dans le Traité de Gordan. 

Soient ¥n{x) et ^^,{u) deux formes se correspondant par dua- 
lité. On peut écrire, suivant la notation symbolique, 

F„(ar) = a2, *v(w) = "a- 



(») Loc, cU.j p. 74. Voir aussi Gundêlfinoer, Math. Ann., IV, p. 164-168; 
1871. 

(*) Loc. cit., p. 128. Consulter Study, Methoden, etc., p. 4» et 49. 

(') Loc. cit. y p. 129 et suiTantes. Pour les formes ternaires, voir le Traité de 
Study, p. 170 et suivantes. 
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hes k^^"^^' polaires sont, en introduisant deux nouvelles séries 
de variables {y) et (v), a"~^a^ et i/J'^t'î, et le ***"• composé de F 
avec ^ sera représenté par l'expression 

(F,*)*=ar-^<-*(aa)^. 
On serait arrivé à la même forme en efiectuant sur 

k transpositions {Faltungen)^ c'est-à-dire, d'après Gordan (•), 
que le A"*^"** composé de deux formes 

F(ar) = aî, *(a) = aj; 

résulte de k transpositions du produit F^. 

On procède d'une manière analogue dans le domaine ternaire 
pour trois formes à variables cogrédientes (x), (y), (5) : 

F«=a2, Gp=^J., n.,= c7. 
L'expression 

(F, G, H)^*= (a6c)A'a2.-*6Ç-^c?-^ 

sera encore le Âr**"® composé. 

\2opération û se lie très étroitement au procédé de la compo- 
sition. Elle est représentée, pour le domaine ternaire, par l'expres- 
sion 

d^ d^ ù^ 

û = ^ — ; î h 



^^1 àyt dz^ dx% ày^ dZx dx^ dy^ dZf 

a» d^ £>3 

àxi àyz dZf dXf dyi âs^ dxi dyt dzi 

Effectuée sur un produit a"b^cl (réel ou symbolique), elle 
donne 



(*) Vorlesungen, t. II, p. 33. Voir, pour le domaine ternaire, Gordan, Math» 
Ann.. XVII, p. 217-233; 1881. 
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et après k opérations, on obtient 

{n — k)\{p — k)\{q^kyr ) x y z 

On a donc le théorème fondamental suivant (*) : 

V opération û, effectuée sur un produit a'!^b^cl est équiva- 
lente^ à un facteur numérique près ^ au procédé de la transpo- 
sition, et répétée k fois^ elle conduit à une expression équi- 
valent au k^^^^ composé. 

Au procédé de la composition viennent se rattacher, d'après 
Gordan (2), des développements analogues à ceux que nous avons 
signalés pour l'opération polaire. 

Nous indiquerons comme exemples de composés ('), le déter- 
minant fonctionnel (*) de m formes (à m variables homogènes), 
et le hessien ('), qui n'est que le cas particulier où les m formes 
correspondent aux m dérivées partielles d'une même forme. 

Nous avons avons déjà eu l'occasion (*) de signaler les travaux 
que Gordan, Mertens et Hilbert ont consacrés à l'opération û. Il 
ressort de ces recherches qu'une réitération de l'opération Û effec- 
tuée sur une forme quelconque, homogène et isobare par rapport 
aux coefficients, conduit à un invariant de la forme primitive. 

Le cas où le composé est nul est particulièrement important. 
On sait, en effet, qu'il constitue la base de la théorie de l'apola- 
rite et qu'il se rattache également aux combinants {voir II D, 6). 

D'autre part, ce cas prend, depuis quelque temps, une place 
importante dans la théorie des équations diff'érentielles. A cet 



(*) Voir dans le Vorlesungen de Gordan (t. 11^ p. 3a-33) une démonstration 
qui se prête à une généralisation immédiate. Consulter aussi Vivanti, PaL JRend.f 
IV, p. 261-268; 1890. 

(*) Vorlesungen, II, § 3. Math, Ann., XVII, p. 217-234; 1881. 

(*) Quant à l'importance que prend la composition des covariants dans la 
Théorie des SyzygieSj voir les Mémoires de Strou, que nous avons signalés plus 
haut, p. 70, notes (•) et (*). 

{*) Nous parlerons plus loin des relations entre déterminants fonctionnels 
(ÏI,D,c). 

(*) Les formes dont le hessien est identiquement nul se trouvent mentionnées 
à la fin du Rapporty II, D, d. 

(•) Voir p. 57 et 58. 
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effet, nous renvoyons le lecteur aux intéressantes recherches de 
Waelsch (<), de Hilbert (^) et de Perrîn (»). Pick (*), et plus 
lard Klein (*), avalent d^ailleurs, déjà en 1887, fait usage d'un 
procédé analogue pour ramener l'équation différentielle de Lamé 
à une forme normale. 

y. Substitution de coefficients différentiels non homo- 
gènes, — Les travaux que nous venons de citer montrent qu'il 
est souvent très avantageux^ de ramener une équation différen- 
tielle à une forme (homogène) normale au sens de la théorie des 
invariants. Par contre, dans beaucoup de cas, en particulier s'il 
s'agit de la formation des équations différentielles pour des in- 
variants, il y a lieu de donner à la forme primitive et à ses coef- 
ficients différentiels une expression non homogène. 

Soit 

une forme binaire. 
Si l'on forme la suite 

il en résulte, d'après Bruno (•), le théorème important qui suit : 

Si dans la source C© d^un covariant C d'une forme /, on 
remplace les coefficients a, par les fi, la source G© se trouvera 
transformée en G. 

On peut facilement étendre ce procédé à un système de 
formes. 



(') Prag. Math. Ces., p. 78-99; 1892. 

(•) Dissert. Kônigsberg, 1885. Math. Ann., XXX, p. 16-29, 1887; XXVIII, p. 
381-446. 

(•) Bull. Soc. Math, XVI, p. 85-ioo; 1888. Voir aussi Hirsch, Dissertation; 
Kdnigsberg, 1892. 

{*) Wien. Ber., 19 p.; juillet 1887. Math, Ann., XXXVIII, p. i39-i43; 1891. 
Voir aussi Halphen, Traité des fonctions elliptiquesy II; 1888 et Bôsgher, GÔt- 
tinger Preisarbeit, Ch. Il; 1891. 

(•) Gôtt. Nachr., p. 85-75; mars 1890. Math. Ann., XXXVIII, p. i44-i52. 

(•) C. B.f XC, p. i2o3-i2o5. Journ. fiir Math,, XC, p. 186-188. Ann. /., IIÏ, 
p. 154-164. Math. Ann., XVIII, p. 280-288; 1881. 
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Cette propriété renferme, comme l'a fait observer Hilbert ('), 
la source commune d'une série de méthodes isolées employées 
antérieurement. Ainsi, elle contient le procédé de Gayley pour la 
détermination des coefficients de C obtenus à l'aide de la source 
Co, la méthode de Roberts pour le calcul des sources, puis elle 
donne aussi les équations différentielles de Cayley pour les inva- 
riants et les covariants. 

II résulte de ce mode de représentation que de toute relation 
entre invariants et covariants d'un système de formes, on pourra 
déduire une équation différentielle. Hilbert en a donné une série 
d'applications fort remarquables (*-*); il a, en particulier, été con- 
duit à faire une extension de la notion de covariant à celle de semi- 
covariant {péninçariant). 

On retrouve dans les travaux de Perrin ('), sur les systèmes 
associés, des recherches analogues pour le domaine ternaire et 
pour ceux d'ordre supérieur. 

S. Développement en série. — Particularisons la formule que 
Capelli a établie pour la relation entre l'opération Q et l'opération 
polaire, en prenant seulement deux séries de deux variables, et 

appliquons la à une forme J\oc^y). On obtiendra la formule 
qui a permis à Clebsch et Gordan (*) de donner le développement 
delà forme /(^, y) suivant les puissances de (j;^) = x^y^ — <^2j^i> 
à savoir : 

où les opérations A, D, û ont la signification suivante : 

a/=-J-(.^ ^^V 

mn \ àxi âyt àyi àx^ ] 
On voit immédiatement qu'en répétant l'opération I, on par- 



• (') Dissert:, Kônigsberg, i885. Math, Ann., XXX, p. iS-ag; 1887. Brioscht, 
Math, Ann., XXIX, p. 327-33o; 1880. 

(■) Math, Ann,j XXX; loc. cit., p. 21 et suiv. 

(') Bull. Soc. Math.y XVI, p. 82-100; 1888. 

(*) Clebsch, Binàre Formen^ § 7. Gordan, Vorlesungen, II, p. 28. 
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viendra à des formes contenant seulement x^ et X2 et que Ton 
pourra écrire le développement de la manière suivante : 

II. /= A«D«/-4-a,(a7^)A'»-»D«-»û/-+-a,(a-^)«A«-«D«-«û«/-h..., 

le dernier terme étant celui enû'^y, puisque û'"+*y est identique- 
ment nul. Ce développement de y suivant les puissances de (xy)y 
dans lequel les coefficients sont des polaires de fonctions en ^, est 
uniforme^ en ce sens qu'il n'existe pas d'autre développement 
dans lequel les coefficients jouissent de cette propriété. En intro- 
duisant la notation symbolique, on pourra écrire ce développe- 
ment soit à l'aide du procédé de la composition, soit à Taide de 
celui de la transposition (*). 

La signification théorique du développement en série n'offre 
aucune difficulté, car il suffit de remarquer que la forme y des 
deux séries de variables cogrédientes peut ainsi, quant au système 
de ses formations invariantes, être entièrement remplacée parla 
suite des /i + 1 formes élémentaires (covariants élémentaires^ 
d'après Gordan), qui ne dépendra plus que d'une série de va- 
riables. 

De la même manière, il a été obtenu (^) des développements 
pour des formes renfermant deux séries ternaires, quaternaires, etc. 
de variables. 

Dans les travaux de Gordan ('), cette méthode de développe- 
ment en série est un moyen très puissant pour le calcul symbo- 
lique. Nous mentionnerons, par exemple, le procédé conduisant 
aux covariants indépendants (ou asyzygé tiques) de degré donné 
et appartenant à une forme donnée; la représentation des cova- 
riants à l'aide des racines de la forme primitive; la démonstration 
de la loi de réciprocité, due à Hermile, ainsi que celle du théorème 
fondamental de la méthode symbolique, d'après lequel tout cova- 
riant peut être représenté à l'aide d'un ensemble de produits sym- 
boliques. 

(') Gordan, Vorlesungeriy II, § 7. 

(*) Voir Clebsch, Gôtt. Abh,, XVII, en particulier p. 3a, et Gordan, Math. 
Ann., V, p. 96- 12a; 1872. Consulter aussi Forsyth, Quart. J., XXIIl, p. 1 02-1 38 
(1888), et Mertens, Wien. Ber., XCVIII, p. 691-789; 1889. 

(') Il en est de même des travaux de Study dans le domaine ternaire. Dans 
les Mess., 2* série, XIX, p. 91-96, 1889, Baker a donné un exposé original de la 
méthode de Gordan. 
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Capelli (*) a repris les résultats obtenus par Clebsch etGordan 
pour les étendre au développement en série d'une forme contenant 
plusieurs séries cogrédientes de n variables. On lui doit, sur ce 
sujet, plusieurs Mémoires très remarquables, dont les théorèmes 
appartiennent aussi bien à la théorie abstraite de l'opération po- 
laire qu'à la théorie des formes. 

En prenant, dans le domaine ternaire, le cas particulier où la 
forme contient seulement les variables x et leurs contragrédientes 
u, on se trouve ramené à la théorie des connexes, d'après 
Clebsch (^). Ces connexes f avaient déjà, en 1872, été étudiés 
directement par Gordan ('). Dans son Traité (*), Study a su en 
donner un exposé très simple; il a examiné spécialement les con- 
nexes conjugués f Qi g (selon la dénomination de Rosanes) (^), 
et qui sont tels que leur invariant simultané est nul; il est, en 
outre, parvenu à établir une interprétation géométrique de ces 
développements en série, en faisant d'abord une étude appro- 
fondie des multiplicités représentées par les coefficients de substi- 
tutions. 

e. Substitution de coefficients dijfférentiels homogènes. — 
Si dans une forme F(^), on remplace les variables x par les dé- 
rivées premières d'une forme G (a) à variables cogrédientes, on 
obtient, d'aprèsSylvester (®), un invariant simultané de F et de G. 
Et en pa'rticulier, si F est un covariant et G un contrevariant, ce 
procédé fournira un nouveau contrevariant. 

Plus récemment, Sylvester(') a indiqué un autre principe per- 
mettant d'obtenir une troisième forme invariante à l'aide de deux 
formes invariantes données. Celui-ci mérite d'être signalé, vu la 



(') Batl. G., XVIII, p. 17-34; 1880. Fondamenti; 1882. Bend. PaL, I, p. 1-6; 
1886. Math. Ann., XXXVII, p. 1-37; 1891. Bend. Ace. L., VII, p. 161- 167; i8gi 
et p. 3-9; 189a. — Napoli Rend., 2» série, VII, p. 29-38, i55-i62; 1893; Batt, G., 
p. 376-380; 1894.'. 

(*) Gott. Nachr., p. 4^9-449} «872. Math. Ann., VI, p. 2o5-2i5; 1872. Voir 
Clebsch et Gordan, Math. Ann., I, p. 359-400; 1869. 

(*) Math. Ann.j V, p. 95-122, en particulier §§ K, 5. 

(•) Methoden, II, § 12. 

(*) Voir plus loin le § II, D, b. 

(•) Voir Introduction f p. 6 et 7. 

(») J.fur Math., LXXXV, p. 89-114: 1878. 
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relation simple qui existe entre le groupe de substitutions des va- 
riables X et celui qui en résulte pour les coefficients de la forme. 
En effet, lorsque la forme est représentée à Taidc des coefficients 
préparés {*), on voit facilement que deux substitutions réci- 
proques des x entraînent deux substitutions réciproques des 
coefficients a. Cette méthode s'étend également aux sources des 
formes F et G. 

Sylvester démontre la proposition successivement pour les do- 
maines binaire, ternaire,. . . ., tandis que Lipschitz(-) en donne 
une démonstration directe d'après laquelle de deux substitutions 
inverses (transponirùe) d'une espt'ce, il résulte deux substitu- 
tions inverses de l'autre espèce. 

Studj(3) a étendu ce théorème aux connexes et il en a déduit 
une série de conséquences qui montrent <jue le principe de dua- 
lité forme le noyau de la question. 

Ç. Équations différentiel/es, — Dans l'Introduction, nous 
avons mentionné la part qu'ont prise Aronhold, Sylvester, Cavlev, 
Brioschi, Betli, à la formation des équations différentielles des 
invariants d'une ou de plusieurs formes données. Les progrès 
réalisés pendant cette nouvelle période se rattachent surtout à la 
signification même de ces équations, à leurs relations mutuelles, 
et aux réductions qui en résultent. 

Dans ce domaine, nous signalons le beau Mémoire de For- 
syth (*), dans lequel l'auteur examine le problème à un point de 
vue général, en partant de la méthode des substitutions infinité- 
simales inaugurée par Lie. Il parvient à donner les équations 
différentielles des invariants d'une forme qui, outre les va- 
riables X et leurs contragrédientes «, contient encore les sous- 
déterminants /7/a, piffit ... du système. 

Si l'on se place au point de vue de la théorie de Lie, le fait que 
les n^ équations différentielles d'Aronhold constituent, d'après 



(*) Ces coeffirients préparés se présentent d'ailleurs tl<*jà chez Clebsch, Gott., 
Abh., XVII, p. l'i; 187a. 

(») Am., y., I, p. 336-3^6; 1878. — Le Paige, Math. Ann., XV, p. ao6-2io. 

(') Meihoden, p. 36 et suivantes. — Consulter aussi IIurwitz, Math. Ann., 
XLV, p. 38i-/,o'i; i<Sy.^. 

(*) Lond. Proc, MX, p. 2\~\(>\ 1888. — Capelli se sert d'une méthode ana- 
logue dans ses Fondamenti. 

M. 
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Clebsch^ un sjslème complet, prend immédialement la si^niHca- 
lion suivante : 

Tandis que les équations différentielles d'un invariant 
expriment que ce dernier admet toutes les substitutions infi- 
nitésimales des variables (ou des coefficients")^ la propriété du 
système complet signifie que les substitutions forment un 
groupe. 

Study (*) a poursuivi cet ordre d*idées en se limitant toutefois 
aux invariants projectifs et a fait voir quelle est, dans la théorie 
des formes, la signification (symbolique ou non symbolique) de 
certains groupes d^équations différentielles. Dans le domaine bi- 
naire cette question avait déjà été résolue par Gordan (*^). 

Nous abordons maintenant le problème qui consiste à chercher 
le nombre minimum des équations indépendantes auquel peut 
être réduit le système des n'^ équations difFérentielles. Kronecker 
ramène la question à une proposition de la théorie des substitu- 
tions et montre (') que ce nombre est égal à deux. Il a, en 
outre (^), donné une autre méthode de réduction, en décompo- 
sant la substitution linéaire générale en une série de substitutions 
plus simples, équivalentes à la première ('). Il parvient ainsi à 
2/1 — 2 systèmes simples de décompositions, auxquelles corres- 
pondent 2/1 — 2 équations diff'érentielles qui remplacent les 
n^ équations d'Aronhold. Pour les invariants absolus, il faut y 
joindre encore une équation. 

Pour terminer ce paragraphe, il convient de faire remarquer 
que l'importance des équations différentielles auxquelles satisfont 
les invariants, abstraction faite des facilités qu'elles présentent 
dans la pratique pour la formation de ces derniers, repose essen- 



(*) Methoden...y II, § 18. Cf. Lie-Scheffersy Continuiriiche Transforma lion s- 
gruppen, Leipzig, iJ^gS. 

(') Koir plus haut, p. 90, la fin du § II, C. 6, a. 

(') Berl. Ber., p. 5o4; 1889. 

(•) Berl, Ber. y p. 349-362, 479-3o5, 6o3-6i4; 1889. — L.es travaux que Deruyts 
a publiés sur cette question seront mentionnés plus loin, II, D.— kronecker fait 
remarquer que ses équations ont été obtenues sans Pintervention d'une méthode 
symbolique. Il en est de même du système donné par F^orsyth. 

(») Pour les domaines ternaires et quaternaires, consulter aussi \ViiiTE,y4m. 7., 
\IV, p. 27'|-282; i%». 
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liellement sur le fait que pendant longtemps elles constilurrcnt la 
seule méthode générale permettant de résoudre, par voie non 
symbolique^ la plupart des problèmes de la théorie des formes. 
Bien que la méthode des formes canoniques soit également non 
symbolique, il faut cependant, pour l'établir, avoir recours aux 
équations diUérentielles ('). 

r. — Appendice. 

a. Généralisations , Transformations (Tordre supérieur, — 
Pour terminer ce Chapitre, nous examinerons bric-vement deux 
cas de généralisation. L'un a pour objet les transformations 
rationnelles non linéaires des variables, tandis que l'autre cor- 
respond au groupe prolongé de celles-ci, c'est-à-dire qu'il 
appartient à la théorie des invariants différentiels. 

Les transformations rationnelles d'ordre supérieur, étudiées 
au point de vue de la théorie des formes, n'ont été traitées d'une 
façon complète que dans le domaine binaire (=^). Quanta la /rr//!.?- 
formation de Tschirnhausen et la modification importante intro- 
duite par Hermite, nous en avons déjà fait menlion au début de 
ce Rapport (•). 

C'est à Gordan que revient 'le mérite d'avoir montré (*) que la 
théorie des invariants binaires, dans les transformations ration- 
nelles, pouvait être ramenée à celle des invariants projectifs. Il 
est bien entendu qu'il ne s'agit ici que d'invariants relatifs^ les 
invariants absolus étant exclus. 



(') Examiner aussi la métliode non symbolique adopter par Mkuthns, Wien, 
Ber.^ XCVIII, p. 691-731); 1889. 

Par contre, les dernières recherches de Mildert prennent de plus en plus un 
caractère arithmétique. 

(•) Pour le cas des systèmes associés, roi/*, plus haut (p. 63), II» partie, A, r. 

(") Introduction^ p. ii. — Ajoutons, pour compléter, que Brioschi donna 
immédialement les équations difTérentielles auxquelles doivent satisfaire les coef- 
ficients de la transformée; Atti ht. Lomb., I, p. 23i; iSôS. — Consulter aussi 
Klein, Vorlesungen iiber dos Jkosaeder, II* partie, Cliap. II, |i§ 5, 6; 188^ ; ainsi 
que les récents mémoires de Brioschi : i*fa/A. Ann.^ XXIX, p. 327-330; 18S7; 
Annalidi Mat. (2), XVI, p. 1^1-189, 3i9-334: 1888; Lond. M. S. Proc, XX. 
p. 127-131; 1889; Rom. Ace. L. Rend. (5) IV, 363-369, 1896. 

(•) Journ. fiir Math., LXXI, p. ifi'i-ig'j; 1870. — On trouvera dans les Math. 
Ann. (III, p. 359-361; 1871) un exemple de transformation quadratique d'une 
forme biquadratiquc, calculé par Cayley. 

Voir aussi Cleiimcii, Gôtt. Abh.y XV, p. 05-99; 1870. 
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Les Iransformations d'ordre supérieur onlpour but d'altribuor 
aux équations certaines propriétés d'invariance (*). Dans certains 
cas particuliers, il est possible, d'après Clebsch (-), de revenir 
directement aux transformations linéaires. Par exemple, il en est 
ainsi pour la transformation cubique d'une forme/a,* Torelli (') 
explique ce fait par la présence d'une identité entre trois formes 
cubiques quelconques et dans laquelle les coefficients sont des 
covariants linéaires. 

Clebscli (*) a étudié les transformations d'ordre supérieur 
eHectuées sur des formes binaires en les mettant en rapport avec 
des transformations linéaires d'un espace à plusieurs dimensions, 
et il obtient ainsi, pour les premières, une interprétation géomé- 
trique fort simple. 

Dans le domaine à n variables les transformations uniformes 
d'ordre supérieur ont été soumises à un examen très approfondi 
par Maurer(5). Ce dernier a surtout pris pour but la recherche 
des équations différentielles des invariants afin de les mettre en 
parallèle avec le système des n^ équations d'Aronhold. D'après 

(M En parliculier, on se proposera, d'après Hermile, d'obtenir pour la Irans- 
forinée xihq forme-type^ dans laquelle les.coefficit'nts sont des invariants. Mais 
les conditions qui en résultent pour la transformation n'ont pas encore été étu- 
diées d'une manière générale. 

(=•) Gôtt, Abh.y \\\ p. 63-99; 1870. 

(•) Atti Ace. P. ;Va/?., XVIll, p. 2i5-2:î5; et PaL Pend., II, p. 165-171; 18S8. 

(♦) Gôtt. Nachr., p. 335-3^5; 1871; Math. Ann., IV, p. 28|-3|5; 1871. 

Clebsch fait une étude approfondie de la transformation quadratique de Téqua- 
tion du cinquième ordre. Consulter l'exposé qu'il en donne dans Clebsch-Linde- 
mann, t. Il, 1, 3« partie, n" XL — Voir aussi Spottiswoode : Pom. Ace, L. (3), 
VII, p. 218-323 ; i883; Lond. Proc, XVI, p. 14^-171 ; i«s5; ainsi que Pittarklli : 
Rom. Ace. L. Pend. (4), I, p. 3.!7-33i. p. 37^-381; j8S5. 

D'une manière analogue, on introduira pour les équations des 5* et 6' ordres 
des transformations cubiques. Mais il serait à désirer que ces équations fussent 
encore étudiées au point de vue des relations existant entre les groupes de trans- 
formations. 

(*) Journ. fUr Math., CVII, p, 89-11(1: i8<)o. — C'est une généralisation di- 
recte du Mémoire de Maurer signale à la fin de la première Partie de ce Rapport 
(I,B,6); p. 5i. 

Il est bien entendu que ces transformations* doivent contenir au moins un 
paramètre arbitraire. 

Quant à la théorie algébrique et géométrique des transformations uniformes de 
deux variables, telle qu'elle résulte de Travaux de Rieniann, Crcmona, Clifford, 
Noether, Rosanes, Rrill, voir, par exemple, Clebsch- Lindemann, I, .'i* Partie, IX; 
NoETHER, Math. Ann., WIII, p. 3ii-3')S; 1887; et Perf. Per., p. i-5; 1888. 
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Fauteur, les propriétés de ces formes spéciales, qui reposent sur 
les relations (algébriques) entre coefficients, n'ont encore été 
étudiées, au point de vue de la théorie des invariants, que dans 
certains cas particuliers. C'est ce qui forme le point de départ de 
cet important Mémoire dans lequel Maurer envisage la question 
d'une manière tout à fait générale. 

^. Invariants du groupe projectif prolongé {^). [Récipro- 
cants et invariants différentiels,) — La théorie des récipro- 
cants a été fondée par Svlve5ler(-) en i885 et, depuis, elle a 
reçu un grand développement grâce aux Travaux de ce dernier, 
auxquels sont venus se joindre ceux de Hammond, Mac Mahon, 
Leudesdorf, Elliot, Forsvlh, Rogers, Berrj et Perrin. 

L'étude des invariants différentiels (^), qui forme une partie 
importante de cette théorie, avait déjà, en 1878 et en j88o, élé 
abordée avec succès par Halphen (*), tandis que, d'autre part, les 
recherches antérieures de Lie sur la même question (^) sont d'une 
généralité telle, qu'elles renferment, comme simples cas particu- 
liers, toute une série de théorèmes et de méthodes employées par 
les auteurs anglais. 

Toutefois, il y a lieu d'ajouter que la Science aurait réalisé des 
progrès plus rapides, si Halphen et les géomètres anglais avaient 



(') D'après les restriclions que nous avons dû nous imposer, ce paragraphe et 
les suivants sont forcement traités d'une manière incomplète. Ainsi, devait nous 
limiter aux méthodes qui se rattachent directement à la théorie ordinaire des 
invariants, nous ne pouvons pas tenir compte des Travaux de Lie, Halphen, 
Appell, BmoscHi, Vessiot, Staeckel et d'autres, sur les invariants des équations 
différentielles. 

(') Mess. y \V, p. 7'»-70, 88-9:?; Comptes rendus. Cl. p. 10.^2-6, iiio-i, p. 1225-9, 
p. 1460-4. — Dans son ensemble, cette théorie a été exposée par Sylvester dans 
son Cours publié par Hammond dans le Am. 7., t. VIII, p. 196-260; t. IX, p. 1-87, 
ii3-i6i, 297-352; t. X, p. 1-16; 1887. 

(») Les invariants différentiels appartiennent au groupe projeclif général, et 
les réciprocants peuvent se rattacher à un sous-groupe. — D'après la termino- 
logie de Sylvester le mot réciprocant indiquait, au début, un simple échange des 
variables. 

(•) 1878, Tfièse pour le doctorat; iKSo, Éc. Polyt., Afém. prés. (2), XXVIII, 
Soi p.; (1880-1884 ). 

Voir aussi les travaux antérieurs, Comptes rendus^ LXXXI, p. io53; 1875; 
Journ. de Math. (3), II, 1876. 

(») Consulter par exemple les Math. Ann., XXIV, p. 337-878; 1884, Lie- 
Engel, t. I, Ch. 25, et Lie-Scheffehs, Ch. 23; en outre, le Mémoire de Stoeckert, 
Programme Real gymnasium, Chemnitz, i%5. Voir la noie (')jP- '^o. 
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accordé une plus large place aux idées fondamentales de Lie, qui, 
de son côté, ne parut pas attacher une grande importance à ces 
théories spéciales (*). 

Sjlvester établit la théorie des réciprocanls binaires en partant 
d'une propriété de V expression de Schsvarz{') : 

dans laquelle jKi > J^2î ^3 sont les dérivées successives Ae y prises 
par rapport à la variable indépendante x. 

C'est à Mac Mahon (') que revient le mérite d'avoir su établir 
la multiplicité des opérations diflérentielles auxquelles on peul 
soumettre ces réciprocanls. 

Perrin (') parvint alors sans difficulté à étendre sa théorie des 
résidus (*) aux réciprocants, tandis qu'Elliot fit l'extension de la 
théorie de Sylvester au cas de n variables (*). On doit également 
à Elliot le système complet des équations différentielles caracté- 
ristiques pour le cas de trois variables, ainsi que l'étude (^), dans 
le domaine ternaire, des réciprocants du groupe linéaire général. 
De son côté, Forsyth (^) a examiné le cas particulier où seulement 
deux variables (dépendantes) sont soumises à une transformation 
linéaire générale. 

Hammond (®) a consacré une étude approfondie à certains réci- 
procants intégrables et en a donné des applications géométriques. 



(*) Une étude comparative des relations mutuelles entre ces théories serait 
d'un grand intérêt. Lie lui-même comparef à plusieurs reprises, ses résultats à 
ceux qu'ont obtenus d'autres géomètres, notamment Halphen. Ainsi, consulter les 
Math. Ann.y t. XXXII, p. 213-281 (ou Aonv. Archiv, i883); t. XXIV, p. 5^9; 
t. XXV, p. 'j^^Leipz. Ber,j p. 83-88; 1887; ^m. y.,XI, p. 182-186; Lie-Engel, I, 
p. 552-553; Leipz, Ber,, p. 267; 1891. 

(') Voir plus haut, I* Partie, B, b., p. 4i- — Cette expression se présente déjà 
dans les Travaux de Lagrange. 

(«) Lond. Proc.y XVIII, p. 61-88; 1887; XIX, p. 112-128; 1888. — Consulter 
aussi Eluot, £on£f. Pkil. Tra^».^ CLXX M, p. i9-5i; 1890 et Cayley, Quart, 
Journ.f p. 195-205, 1893. 

{*) C. B., Cil, p. 351-353; 1886. 

(») Voir plus haut, II* partie, A, d. ( p. 69). 

(•) Lond. Proc, XVII, p. 172-196; 1886; XVIII, p. 142-16^ ; XIX, p. 6-23, 377-'|o5; 
XX, p. i3i-i6o; Mess.^ XIX, p. 7-1^; 1889. 

(') Lond. Proc, XX, p. i3i-i6o; 1889. 

(•) Lond, Phil. Traits., CLXXX, p. 71-118; 1889. 

(') Lond. Proc, XVII, p. ijS-i38; 1886. 
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Pour les six premiers degrés, Mac Mahon a étudié ('), à Taide 
d'une fonction génératrice, les réciprocants/?^/7?e7f/a///5, c'est-à- 
dire ceux qui ne peuvent être représentés en fonction linéaire et 
entière par d'autres réciprocants de degré et de poids moindres. 

X Quant aux réciprocants mêlés, ils ont été l'objet de plusieurs 
mraunications de Leudesdorf (^); en particulier, ce géomètre 
fait voir qu'une fonction donnée de y^, y^y y^t • • • est un récipro- 
cant mêlé. 

Rogers (*) a fait une extension remarquable de la notion de 
récîprocant, et il a étudié spécialement les invariants différentiels 
d'une certaine transformation quadratique qui se présente dans la 
transformation par rayons vecteurs réciproques. 

Aux travaux de Rogers sur les réciprocants homo graphiques 
se rattache un Mémoire de Forsyth (*) sur le système complet 
de ces derniers. Ces réciprocants jouent un rôle particulière 
ment intéressant dans la théorie des équations diUiérentielles 
linéaires (•). 

y. Les insfariants différentiels dans la théorie des surfaces. 
Paramètres différentiels. — La théorie projectile des propriétés 
de la courbure des surfaces n'a pas encore été approfondie. A part 
un certain nombre d'importantes remarques que l'on trouve dans 
le beau Traité de Darboux ("), et les théorèmes obtenus par 
Mehmke (') à l'aide de la méthode de Grassmann et développés 
par Sylvester et ses disciples (*), il n'y a guère à signaler que le 



(«) Lond. Proc.y XVII, p. iSg-iSi ; 1886. 

Pour ce qui concerne les réciprocants simultanés se rapportant à plusieurs se - 
ries de variables, voir les recherches de Berry, Quart. J., XXH, p. 260-288; 
XXIII, 289-316; 1889. 

(■) Lond, Froc, XVII, p. 197-219, 329-343; XVIII, p. 235-262; 1887. 

Voir aussi Gkiffiths, Ed, Times, LI, p. 137-149; 1889. 

(') Lond. Froc, XVII, p. 22o-23i, 344-354; XVIII, p. i3o-i4i; XX, p. 161-179; 
Mess,, 2* série, XVIII, p. i53-i58; 1889. 

(*) Mess., 2* série, XVII, p. 154-192; 1888, 

(•) Forsyth, Lond, Fhil. Trans.^ p. 377-489; 1888, et p. 71-118; 1889. 

(•) Leçons sur la théorie générale des sur/aces, Paris, I, 1887; II, 1889; III, 
1894; IV, 1895. Voir en particulier, t. I, L. I, §§ 23 et suiv., et L. il. 

(») 5c/i/o/n. ^., XXXVI, p. 56-6o, 2o6-2i3; 1891. KoiV* encore Bœckle.n, Miltei- 
tungen, 1892, et Schlôm, Z. XXXVK, p. 186-189; '^Q^- 

(•) Consulter Elliot, Lond. Proc.f XVII, p. 172-196; 1886. 
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travail fondamental de Voss (*). L'auteur étudie, au point de vue 
de leur invariance projective, les principales grajideurs qui se 
présentent dans la théorie de la courbure; en outre, il aborde éga- 
lement l'étude d'invariants différentiels plus généraux qui résultent 
d'une transformation quelconque. 

I^a théorie des surfaces repose sur la transformation de cer- 
taines formes différentielles binaires, parmi lesquelles nous citons 
le carré de l'élément linéaire de la surface, 

A = ds^ = e du^ -+- if du dv -\- g dv^^ 

et l'expression B obtenue en divisant la précédente par le rayon de 
courbure p, 

B= '^ = E du^ -^ ^F du dv -^ G dv^, 

e, y, ffj E, F, G étant, selon la notation de Gauss, les grandeurs 
fondamentales de première et de deuxième espèces. Bel- 
trami (2) fut le premier qui examina les propriétés invariantes 
résultant de ces transformations; on lui doit l'introduction des 
paramètres différentiels (') qui jouent un rôle si important dans 
la théorie générale des surfaces (^). 

D. — Sur certains groupes de substitutions et sur certaines formes spéciales. 

a. — Péninvariants (•). 
Si nous nous sommes occupé jusqu'ici des propriétés générales 



(') Math. Ann,, XXXIX, p. 179-256; 1891. 

(') Le premier Mémoire de Bellramt remonte à l'année i865, Giorn. di Mat., 
II. Consulter encore les Aient. Ace. di Bologna, 2" série, VIII; 1869. Ann, di 
Mat., 2" série, I, p. 839; 18G7. Math. Ann., I; 1869. H. F. 

(') Voir y dans le Traité de Darhoux^ le Chapitre que l'auteur consacre aux 
paramètres difTérentiels au début de son intéressant exposé de la déformation des 
surfaces (t. III, p. 193-^17). H. F. 

(*) Malgré le grand intérêt de la question, nous devons nous borner à joindre 
aux noms précédents ceux de de Hiemann, ChristofTel, Weingarten, Halphen, Lie, 
Ricci, Knobiauch, Frobenius, Tresse, etc. 

Consulter aussi le Traité élémentaire de Knoblaucu, Einleitung in die allg. 
Théorie der krummen Flàchen, Ch. III, Leipzig, 1888 et ses Mémoires, dans le 
Journ. fur Math., CIII, p. 23-39, 1888; t. CXI, p. 277-289, 329-343, 1893; t. CXV, 
p. i85-2oo, 189.1 ; t'oi/', en outre, Staeckel, Journ. fur Math. CXIII, p. 58-6o, iSgS. 

(*) Los pcninvariants ont aussi été désignés par certains auteurs sous les noms 
de sous-invariant, semi ins'ariant ou seminvariant. 
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des formes invariantes, nous consacrerons ce dernier Chapitre aux 
caractères plus spéciaux provenant du fait que Ton impose des 
restrictions soit au groupe de substitutions à effectuer, soit à la 
forme primitive, soit enfin, aux deux simultanément. 

Parmi les formes invariantes qui appartiennent à des sous- 
groupes (*) du groupe général de substitutions linéaires, celles 
dont l'étude a été la plus approfondie sont les péninvariants (^), 
c'est-à-dire les sources de covariants, contravariants, concomi- 
tants, etc. et leurs généralisations. 

Nous nous bornerons ici au domaine binaire. Dans tout ce qui 
va suivre, nous supposerons que les C©, expressions entières et 
rationnelles des séries de coefficients (a), (6), . . . des formes pri- 
mitives, sont homogènes et isobares^ ou, ce qui revient au même, 
que pour toutes les substitutions du groupe 

(A) a:i = ax\f Xi= dx'^j 

les Co se reproduisent multipliés par une puissance du détermi- 
nant de la substitution. En imposant une condition analogue aux 
substitutions du groupe résultant d'une combinaison avec (A) du 
groupe 

(B) xi=zx\-^bx'^, a?,= ar',, 

l'expression Co devient un péninvariant et satisfait à l'équation 
différentiel le caractéristique 

oui oaf oa^ 



^'dK^''^^ôF,-^^^'db, 



= G. 



Si Cq renferme n -f- i arguments a, //i H- i arguments t, etc., 
Co sera toujours la source d'un certain covariant des formes /"«, 
gmy • • • ayant respectivement pour coefficients (a), (6), ... 

Sjlvester (^) prend comme point de départ de ses recherches 



(') Dans LiE-ScHEFFERs, Vorlesungen iiber cont. Transformationsgruppen, 
t. \\y on trouve la délcrmination de tous les sous-groupes continus et fînis du 
groupe projeclif à deux et à trois variables; voir en particulier, p. 287, cf. les 
Tables finies de F. Mbyer, Chicago Papers^ p. 187-200, 1896. 

(') Certaines propriétés des péninvariants ont déjà été prises en considération 
p!us haut, voir p. 11, fJ^, 'hj, 71-7!, 8ô, 9'}, 96-97. 

(') Am. J.f t. V, p. 79-96 (i88i), p. 97-137 (1887). Dans la seconde partie du 
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la remarque que, dans ce cas, Co correspond à la source d'un co- 
varianL des formes 

/n» g'ni"» ••• (n'> n, m'>m, ...)» 

dans lesquelles les /i + i , m + i, ... premiers coefficients coïn- 
cident avec les a, 6, ... Les conséquences que Ton en déduit ne 
sont pas seulement d'une grande importance pour la formation 
du système fondamental, mais elles apportent, en outre, une 
grande simplification dans celle des svzygies correspondantes. A 
cet effet, nous avons déjà eu Toccasion de signaler les travaux de 
Perrin (* ). 

La considération de Cq comme fonction binaire des variables 
(non homogènes) a„ a également donné lieu à de nouveaux pro- 
grès et a largement facilité une élude approfondie de la structure 
du système complet de/,, (2). 

L'emploi des péninvariants de second et de troisième degré 
par rapport aux a joue aussi un rôle utile dans la formation des 
systèmes associés; nous avons déjà mentionné celle applica- 
tion (II* Partie, p. 63-64), ainsi que {L c, p. 74^ ^3, 85.) le 
problème fondamental qui consiste à déterminer, parmi les pé- 
ninvariants (d'un degré n illimité), les perpétuants (ou pénin- 
variants principaux), c'est-à-dire les péninvariants irréductibles 
qui ne peuvent pas être représentés comme fonction entière de 
ceux d'un degré moindre par rapport aux éléments. De plus, il 
convient de rappeler ici qu'il existe un lien étroit entre les pénin- 
variants et les fonctions symétriques (/. c. p. a24). 

D'Ocagne (') est parvenu, d'une manière très simple, à un 
nouveau système associé de péninvariants pour une forme/,,. Il 
envisage «0 comme une fonction fictive de Ç, dont les dérivées 

Mémoire, Tautcur recherche les péninvarianls irréductibles (ou perpétuants) et 
établit, pour certains cas particuliers, une fonction génératrice. Consulter aussi 
les Tables de Cayley, Quart. J., XIX, p. i3i-i38 (i883). 

(•) Bull. Soc, Math., XI, p. 88-107; '^88. Voir le Kapport, If Partie, A, d, 
p. 69. 

C) Sylvkster prend comme exemples les formes/, et/,. Consulter aussi les 
Mémoires de Petersen, Zeuthen Tidsskr., (4)> IV, p. 177-190; V, p. 33-4o; (5), 
VI, p. i5a-i56, de 1880-1888. 

(•) C. /?., Cil, p. 916-917; Brux. S. Sc.j \, B., p. 7')-78; t. XI, p. SiJ-Sig; 1887. 
Il serait intéressant d'approfondir le lien étroit qui doit exister entre la méthode 
de d'Ocaone et celles de Biiuno {voir plus haut, II C, a, p. 93) cl Mac Mahox 
(/. c, p. 85-86). 
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successives seraient ^i, a2, • . . Les dérivées successives du loga- 
rithme de ûTo, depuis la première jusqu^à la {n — i )**"**, fournissent 
alors un pareil système de pénins^ariants principaux (*). 

D'Ocagne (^) et Cesâro (') ont montré comment ce système 
pouvait être rattaché à celui qu^a fourni Hermite. 

Cette difTérentiation par rapport à Çpeut être considérée comme 
une simple abréviation symbolique de l'opération 

d^ daQ dai da^—j 

et, c'est cette remarque qui a conduit aux svmboles opératoires 
quel'ondoit àd'Ocagne(*), Perrin('), Deruyts(®), etRoberts(^). 
La théorie des péninvariants a été particulièrement approfondie 
par Deruyts qui l'a étendue aux formes à plusieurs séries de n va- 
riables, et qui, de cette façon, a largement contribué aux progrès 
de la théorie des invariants de ces formes. Cet éminent géomètre 
a réuni ses nombreuses recherches (■) en une monographie (•) 
publiée en 1891. C'est, comme l'indique le titre de TOuvrage, un 
Essai d^une théorie générale des formes algébriques. L'auteur 
étend aux fonctions péninvariantes la notation symbolique de 
Clebsch et Aronhold qui, jusque-là, n'avait été employée que 
pour les formes invariantes, et, à cet eflet, il attribue aux expres- 
sions symboliques wne forme canonique {L c, p. i3, i4) symé- 



(*) On doit à d'Ocagnk ( C. /?., CIV, p. 961 et i36^) un symbole opératoire qui 
permet de calculer très aisément un tel système, et dont l'importance est con- 
firmée par les travaux subséquents de Perrin, Deruyts, Robcrts, etc. H. F. 

(') Bull. Soc. math., XVI, p. 188-187; 1888; Brux. S. 5c., XII, p. iSS-iSg. 

(•) Nouv. Ann. (3) VII, p. 464-^67; 1888. 

(♦) C. B., CIV, p. 961-96^, i364-i365; 1887. Voir encore, dans le Quart. J., 
t. XXI, (i885) une Note de Cayley (p. 212-213 ) et celle de Mac Mahon (p. 362- 
365); consulter aussi le Mémoire que ce dernier a publié dans le Am. /., VIII, 
p. 1-18; i885. 

(•) C. B.y CIV, p. 1097-1099, ia58-i26o; 1887. 

(*) Belg. Bull., XIII, p. 226-235; 1887 et tomes suivants. 

C) Lond. M. S. Proc, \Xl, p. 219-233; 1889. 

C) Belg. Bull., (3), XIV, p. 53.79; 1887; t. XV, p. 951-980, t. XVI, p. 207-215, 
576-589; 1888; Liège Afém., (2), XV, deux Notes (1888). Belg. Mém. S. E., U, 
et LU. 

Voir aussi Le Paige, Belg. Bull., (3), II, p. 4o-53; 1881. 

(•) Essai d'une théorie générale des formes algébriques^ Bruxelles, 1891. — 
Voir la suite dans le Bull. Belg. 
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Irique par rapport aux éléments. Grâce à la généralité avec la- 
quelle les questions sont abordées dès le début, Tauteur retrouve 
non seulement une foule de résultats obtenus par CapelH, Svlvesler 
et d'aulres, mais il parvient en outre à des propriétés nouvelles 
qui sont d'une grande portée. 

b. — Combinants et apolaritë. 

Parmi les formes à plusieurs séries de variables sur lesquelles 
on eflTeclue des transformations linéaires différentes entre elles, 
nous avons, à plusieurs reprises (*), mentionné les combinants. 
Ces formes se rattachent si intimement à la théorie de l'apolarilé, 
qu'il y a lieu de les examiner dans leurs propriétés communes. 
Cependant, il n'est guère possible de donner ici une idée exacte 
de cette branche de la théorie des formes, vu que les applications 
les plus importantes appartiennent à la Géométrie; et nous cons- 
tatons ici précisément ce fait que certaines propositions, qui en 
Algèbre semblent évidentes ou qui, du moins, n'offrent souvent 
qu'un intérêt très particulier, constituent en Géométrie la source 
de recherches très étendues. 

Soient /i, /a, . . . , /^ des fonctions homogènes de degré n par 
rapport aux variables x^^ x^jy • • •? ^u' Parmi les invariants simul- 
tanés des /y on désigne sous le nom de combinants ceux qui ne 
changent pas (à un facteur constant près) pour une substitution 
linéaire des/". 

Si l'on constitue, à l'aide des nouvelles variables u^, U2, • • • 7 Upj 
la forme linéaire 



(') Voir p. 7, 62-63, 67, 78-80, S'?.. — Dans son ouvrage sur VApolarité, publié 
en i883, F. Meycr donne un ensemble de reDScignenienls bibliographiques. Quant 
aux travaux qui ont contribue à la fondation de la théorie, nous signalerons 
ceux de Smith et de Cufford, Proc. L. M. S., II, p. 8j-ioo et p. 1 16-1 18; 1868, 
et de Darboux, Bulletin, I, 1870. 

Un des combinants les plus importants est le déterminant fonctionnel de n 
formes à /t variables, étudié déjà par Jacobi; voir Gordan, Vorlesungen^ t. I. 
Consulter aussi dans le Journ. /ùr Math. : Clebscu, t. LXÏ\, p. 355-358; t. LX\, 
p. 175-181; i8G(j; HosANESj t. LXW, p. 166-171 (1872), et Pascii, t. LXW, p. 177- 
i«2 (1875). 
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on pourra définir les combinants des y", comme étant des fonctions 
des coefficients et des variables des/", telles que, pour toute trans- 
formation linéaire, elles restent invariantes par rapport aux li, 
comme par rapport aux^; ces fonctions ne contiennent pas les 
variables m. Cette définition a Tavantage de permettre une géné- 
ralisation importante; si Ton renonce à la restriction relative aux 
iij on arrive aux combinants considérés dans un sens plus étendu. 
C'est sous celte forme générale que Gordan (*) a envisagé les 
combinants. Ces derniers jouissent encore de la propriété des 
systèmes finis, puisqu'ils peuvent être déduits d'une seule forme 
primitive à séries cogrédientes de variables, ainsi que Ta fait voir 
Hilbert(2). 

La théorie des combinants prend une forme remarquablement 
claire, dès que Ton tient compte du principe de dualité. A cet 
effet Stroh {^) a introduit un déterminant Q en complétant les p 
séries de variables à l'aide d'un nombre suffisant de séries ((^), 
(tv), . . . , contragrédientes par rapport aux premières. Si N est le 
nombre des coefficienls d'une forme générale y, celui des nouvelles 
séries de variables sera N — /?. Cela revient à joindre aux p formes 
y, N — p formes cp dont la classe correspond à l'ordre de/. 

C'est ici que la théorie de i'apolarité intervient avec succès. 
Deux formes telles que /et © sont dites conjuguées^ selon Ro- 
sanes (*), ou apolaires^ selon Reye(*) si leur invariant bilinéaire 
est identiquement nul. 

A un système de/> formes y* linéairement indépendantes corres- 
pond un système de iN — p formes cp linéairement indépendantes, 
et réciproquement; de sorte que chaque forme/ esl apolaire à 
chaque forme cp. 

Les systèmes apolaires entre eux ont été étudiés parBrill(5) 



(*) Math, Ann.j V. p. 95-122 (1S72), en pari. p. iiG. Voir Voss, Mûnch. 
Ber.f p. 15-19; 1888. 

(*) Gôttinger Nachr., p. 232-2'|2; 1S91; p. 2-12; 1892. 

(») Math. Ann. yWll, p. ?>çi'S-\oô\ i883 et Progr. Miinchen, 189.'!. Cf. White, 
Am. Journ. p. 235-265, 1895. 

(♦) Voir le paragraphe que nous avons consarrJ à la canonisation des formes : 
II B, p. 75-77. — Consulter aussi l'aperçu qu'en donne Salmon dans son Algèbre 
supérieure (Éd. franc., 1890) p. 496-497- H. K. 

(*) Math. Ann., IV, p. 53o; 1870. Consulter, Grass>iann, Ausdehnungslehre, 
1862, n» 112. 

Ce théorème sert de base aux recherches de Clkbscii, Gott. Abh., W'II, p. i-(32; 



UO AFFINITE DES FORMES. 



qui en a déduit le principe fondamental des combinants, à sa- 
voir que les combinants de deux systèmes apolaires coïncident 
relativement au nombre et à la forme('). 

Le cas des combinants des systèmes binaires offre un intérêt 
tout particulier, parce qu'il sert de base à ceux des systèmes 
d'ordre supérieur. Il a fait l'objet d'un Mémoire important de 
Brill (^), qui, dans sa démonstration, examine la question sous 
un point de vue nouveau. Renonçant à la représentation des inva- 
riants sous forme rationnelle, Tauleur substitue à la forme R de 
Gordan un combinant plus simple W et montre que tout combi- 
nant des formes f peut être représenté comme un invariant ou 
covariant irrationnel de W ('). 

C'est la notion des systèmes apolaires qui a d'abord servi de 
base au principe des combinants. Cette notion trouve sa source 
dans l'extension aux systèmes de formes de la représentation ca- 
nonique, d'après Sylvester, des formes binaires en somme de 
puissances. 

En 1872, Rosanes fit un premier pas dans cette direction en 
démontrant (*), par voie symbolique, qu'il est nécessaire et suffi- 
sant que l'invariant bilinéaire de deux formes binaires de même 
ordre s'annule, pour que chacune de ces formes puisse être repré- 



1872 ; de Gordan, Math. Ann., VII, 433-4^8; 187^1, et de W. Staicl ( menlionné plus 
loin). 

(') Stéphanos a poursuivi ces recherches; voir Sav. Étrang., i883; son tra- 
vail, déposé en 1881, a été analysé par Jordan, déc. 1881. Voir en outre, Brill., 
Math. Ann.y XX, p. 335; et les thèses de Friedrich, Giessen, 1886, Gross, Tii- 
bingen^ 1887, et Math. Ann.y XXXI, p. i36-ijo; et E. Mkybr, Kônigsberg, 1888. 

(•) Math, Ann., t. IV; 1871. 

(>) Les relations entre ce déterminant fonctionnel de /, ou combinant prin- 
cipal, et la forme/ont été approfondies par Jqel dans une série de Mémoires in- 
sérés dans les Wien. Ber. u. Abh.; l'auteur en déduit des méthodes pour la for- 
mation des combinants. 

(*) Journal/. Math., LXXV, p. 172-176. Quant aux applications, voir Mryer, 
Apolaritàt. 

W. Stahl a approfondi l'étude des systèmes apolaires binaires et en a donné 
d'intéressantes applications à la théorie des surfaces développables; Journ, /. 
Math., CI, p. 73-98, 3oo-325, 1887; CIV, p. 38-6i, 3o2-32o. Study, Leipz. Ber., 
p. 3-9; 1886. 

Un exposé purement géométrique de l'apolarité binaire a été donné par H. 
Wiener, Habit. Schri/t., Darmsladt, 83 pages; i885. Voir encore Tiiirmr, 
Schlôm. Zeit.f XXIV, p. 221 et 276; Math. Ann., XXIII, p. 697; i88'|. 

Voir aussi les travaux essentiellement géométriques de Berzolari, en part, 
Annali di Mat. (2), XXI, p. i-:\\, 1893. 
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senlée à l^aide d'une somme de puissances de fadeurs linéaires de 
l'autre. Cela revient à dire que si une forme binaire d'ordre n pos- 
sf^de le facteur X — a, elle est apolaire à la n'*™« puissance de 
A — a, et réciproquement. Il étendit ensuite ce principe au cas 
plus général des formes d'ordre n à r variables (*). 

C'est là-dessus que repose la possibilité (^) de représenter une 
forme générale à Taide d'un certain nombre de puissances de 
formes linéaires; ce problème avait déjà été abordé avec succès 
par Reye ('), qui en donna une interprétation mécanique. 

L'introduction de la notion de polygone polaire (*) (Pol- 
n-Eck) a permis d'envisager la question sous une nouvelle face et 
d'exprimer ainsi chaque propriété algébrique dans un langage 
géométrique. 

On peut se demander ce que signifie Tapolarilé, lorsqu'on se 
trouve en présence de deux formes irréductibles. Si l'on se borne 
au cas du second ordre (^) et à ceux qui s'y ramènent, ce pro- 
blème est, en eilet, le plus ancien ; quoique très important en 
Géométrie, il est cependant d'une nature trop spéciale pour avoir 
une influence féconde dans la théorie des formes. 

Hesse (^) avait d'ailleurs déjà démontré que l'apolarité de deux 
formes du second ordre (ou de seconde classe) est un critérium 
pour que ces deux formes puissent, par des transformations li- 
néaires (et cela d'une infinité de manières), être ramenées à une 
forme normale, telle que l'une des formes ne contienne que les 
carrés, et l'autre seulement les produits des variables (^). 



(») Journ filr Afath., LXXV, p. 3i2-33o; 1873. 

(') Dans sa Géométrie de direction, Paris, 1869, P. Serret avait donné un 
exposé détaillé de Tinterprétalion géométrique des relations linéaires entre des 
puissances égales de formes linéaires. 

(') Journ. fiir Math. y LXXII, p. 293-326; 1870. 

(•) Voir une Note de Grassmann, dans les Gôtt, A'., p. 567-577; décembre 1872, 

(*) Le cas du troisième ordre, dans le domaine ternaire, a été abordé par O. 
Schlesinoer, Math, Ann.^W\^ p. 433-477; 1887; XXXI, p. 183-219; 1888. — Dr 
Faolis, y4cc. L,, 1886; et London, Math. Ann.y XXXVI, p. 535-584. 

(•) Journ. f. Math., XLV, p. 82-90; i853. 

(') Les conséquences et leurs applications aux coniques et aux surfaces du se- 
cond ordre ont été longuement étudiées par Rosanes et Rej'c. 

Hosanes, Journ, f. Math., t. LXXXVIII, XC, XCV, C; 1880 à 1887. 

Reyk, Berl. Ber., p. 833-839; 1889; Journ. f. Math., CIV, CVI, CVII, CVIII ; 
1889 à 1891. Voir aus-^i W. Staiil, Journ. f. Math., p. 179-188: 1890. 
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Dans les domaines à 3, 4; • • • variables, les propriétés de Tapo- 
larilé et des combinants se rattachent à la théorie des combinants 
binaires. Dans son Ouvrage sur VApolariié, le Rapporteur a bien 
fait ressortir ces relations à Taide d'une série de principes de 
réduction (*). 

Le lien qui existe entre les domaines binaires et ternaires se 
présente d'une façon très simple grâce au principe de translation 
formulé, pour la première fois, par Schlesinger (*). 

Plus récemment, on s'est occupé des combinants prolongés 
d'un système de formes yi,/^, ,.,y/v^ qui, outre les variables À, 
contiennent encore une ou plusieurs séries de variables ii contra- 
grédientes par rapport aux /, Nous mentionnons, à cet eflTet, les 
recherches de Gross ('), F. Meyer ('), Hilberl (*)et W\ Slahl (^). 

r. — Résultants et discriminants. 

Parleurs nombreuses applications, les résultants et les discri- 
minants occupent certainement (' ) la première place parmi les cas 
particuliers des invariants. Malgré le vif intérêt que présentent 
ces formes, surtout le discriminant dans la théorie des équations 
différentielles et dans la théorie des quantités algébriques, nous 
ne les prendrons ici en considération qu'au point de vue de leur 
représentation sous forme invariante. 

En i853, Salmon (*) a donné une formule générale pour le 



(*) Ces principes de translation ont été développés par Study, dans les Leipz. 
Ber., p. 170 et suivantes; 1890. 

(') Dissertation, Rreslau, 1882, ou Math. Ann., XXII, p. 520-568. La démon- 
stration s'appuie sur le calcul symbolique. D'autre part, le Rapporteur est par- 
venu au même principe par une voie non symbolique ( Math. Ann., XXI, p. SaS- 
544; i883) et l'a développé dans son Traité sur l*Apolarite\ 

(') Dissertation, Tùbingerif 1887; on en trouve un extrait dans les J/a^A. y^/tn., 
XXXII, p. i36-i5o. 

(•) Math Ann, XXIX, p. 457 1^7; -^^^^ P- 3o-74; XXXI, p. 96-133; 1888. 

(») Gôtt. JVachr., 1889, en partie, p. 3o; Math. Ann., XXXVI, p. 5 16. 

(•) Math. Ann., XXXVIII, p. 56i-585, 1891; XL, p. i-5\; 1892. Consultèrent 
core ScHUHMACHKU, Math. Ann., XXXVIII, p. 298-306; 1891; et Jolles, liabil. 
Schrift, Aachen, 1886. 

(') Nous avons signalé ces formes à plusieurs reprises. Voir, notamment, p. 6, 
i3, 67, 79. 

(•) Voir, par exemple, Salmon-C hcmin, n»' 308-310. 
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résullanl d^une forme binaire du deuxième degré et d'une forme/„ 
du n**"® degré. Ce calcul a été étendu par Clebsch (*), à Taide de 
la méthode d'Aronhold, au cas d'un système d'un nombre quel- 
conque de formes, une du deuxième degré, une du degré n et le 
reste du premier degré. 

Gordan (') a ensuite abordé la recherche du résultant de deux 
formes binaires fm et fn et il a entièrement développé les calculs 
dans tous les cas où m et n sont inférieurs à cinq. 

Dans le cas où n reste quelconque, m étant égal à 3, Pascal (^) 
a déterminé le résultant sous forme symbolique. 

La résolution générale du problème semble impossible (^) pour 
le moment; on a dû se contenter de perfectionner (*) les mé- 
thodes qui conduisent à la représentation invariante du résultant. 

Pour ce qui est de la représentation du discriminant sous forme 
invariante, les procédés sont encore moins développés. On doit à 
Gordan (^), un exposé systématique conduisant à l'expression du 



(') Journ. f. Math., liVIII, p. 273-291; 1861. Binàre Formen, p. 91. Consulter, 
en outre, Gordan, Journ, f. Math., LXXI, p. 164-19^; 1870, et, pour le cas gé- 
néral, Jgel, Wien, Ber., 1880. 

(') Math, Ann., III, p. 355-4 14; 1871. 

(^) Batt. G„ XXV, p. 257-280; 1887, et Napoli Bend. (2) t. II, p. 67-72; 1888. 

(*) On ne peut encore donner aucune interprétation, au point de vue de la 
théorie des invariants, de la méthode symbolique et combinatoire de Schendel 
{Schlôm. Z., XXXII et XXXIU; 1887-1888) et de celle de Mac Mahon basée sur 
les fonctions symétriques {Quart. J., XXIII, p. i^g-i'iS; 1888). 

(») Consulter Brioschi, Chelini Coll. M., p. 221-223; 1881 (m = 3, « = 4). 

D'OviDio, Atti Tor., XV, p. 385-389; 1880 (m -4, w = 4). Nap. Mem., XI; 
i883 (m = 5, /i = a, 3). Mem. Soc. II. Se, IV, ou Boni. Ace. L. Mem., (4), IV, 
p. 607-6-22; 1888 (m = 5, 71 = 2, 3, 4> 5). For. ^/f«, XXVIII, p. 2o-23; 1892(^ = 6, 

71 = 3). 

(•) Vorlesungen, II, n» 99. 

Antérieurement déjà, on trouve exprimés au moyen des invariants fondamen- 
taux : 

Le discriminant de /, par Boole (i845), voir Cayley, Papers, I, p. 94; • 

Le discriminant de/, par Salmon (i85o), voir Cambr, a. Dublin M. J., V, 
p. 32; 

Le discriminant de/, par Brioscdi (1867), voir Annali di Mat. (2), I, p. 159. 

Pour ce dernier cas, voir aussi Maisano, Math. Ann., XXX, p. 443*152; i885. 

La structure des discriminants binaires a été examinée par : Joaghimsthal, 
Journ. /. Math., XXXIII, p. 371-376; 1846; Cayley, mémo Recueil, XXXIV, 
p. 3o-45; 1847; ï'AScn, id., LXXIV, p. 1-6; i872;Bauer, Miinch. Ber., p. 183-191; 
1886. Consulter, en outre, Noethkr, Math. Ann.,\\\\\,\i. 3ii-3r>8; i88'|, et W. 
Stahl, Math. Ann.. XWV, p. 3(|5-4oo: 1889. 

M. 8 
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discriminant d'une forme fn à Taide des invariants fondamentaux. 
Cependant les difficultés du calcul ( symbolique) croissent avec 
Tordre, et Ton n'est pas encore parvenu à les surmonter, lorsque 
n est supérieure 7 (*). 

Quant au domaine ternaire, il suffit de mentionner ici les mé- 
moires de Gundelfinger (*-') et de Mertens (^), dans lesquels on 
trouve le résultant de trois formes quadratiques exprimé en fonc- 
tion de deux combinants fondamentaux; puis le travail (') de 
Gordan sur le discriminant d'une forme ternaire C/|. 

d. — Autres formes spéciales. 

OL, Formes pour lesquelles le hessien (*) est identiquement 
nul, — Une des questions les plus importantes de la théorie des 
formes est la recherche d'un critérium permettant de reconnaître : 
I" quand une forme proposée F à /i variables peut, au moyen de 
substitutions linéaires, être ramenée à une forme contenant un 
nombre moindre de variables; a" quelles sont, dans ce cas, ces 
substitutions. 

C'est à Gordan et Nœther que revient le mérite d'avoir résolu 
ce problème d'une manière générale. Leur démonstration est basée 
sur une équation linéaire aux dérivées partielles, à laquelle doi- 
vent satisfaire F et ses polaires, et dont les coefficients eux-mêmes 
dépendent d'un système d'équations aux dérivées partielles (2). 

(*) Le cas /i — 7 est traité dans les Math, Ann., XX\Ï, p. 566-6oo; 1888. 

Maisano a résolu indirectement le cas « — 8; Pal. Rend., III, p. ôS-og: W , 
p. 1-8; 1890. Il a également résolu le problème pour /i = 6, lorsque /„ contient 
des facteurs multiples; voir Math. Ann., XXXI, p. 493-5o6: 1888, et le Mémoire 
de d'Ovidio, Torino Atti, XXIV, p. ir)',-i76; 1888. 

(») Journ. f. Math., LXXX, p. 73-8.'); 187.'). Wien. lier., XGIII, p. Gj-77; i88(i. 

(') Munch. Ber., XVII; 1887. 

(*) D'autres propriétés du hessien ont élé signalées par Voss, dans les Math. 
Ann., XXVII, p. 5i5-536; 1886. ^otV aussi Baueh, Munch. Abh., p. i-i4; 1883, 
puis Brill, Math. Ann., XIII, p. !7.Vi8a, 187H: Wolffing, Dissertation, Tu- 
bingue, 1890, ou Math. Ann., XXXVI, p. 97-120 et la généralisation dans la Math. 
Ann. XLIII, p. 26-62, iSgS; et Gkrbaldi, Pal. Rend., 111, p. 60-66; 1889. 

(») GouDAN, Erl. lier., p. 89-90, 1876; Ncetiieii, Erl. Ber., p. 5i-55, 1876; Gordan 
et NoKTHER, Math. Ann., X, p. 5'i7-568: 1876. 

Ces deux géomètres ont rectifie une proposition énoncée par Hesse. dans le 
Journ. fiir Math., XLIl, p. 117-124; i85i, et t. LVI, p. 263-269; 1859. 

Pour les formes cubiques ternaires et quaternaires, le problème avait déjà élé 
résolu par Pasch, Journ. f. Math., LXW, p. i6()i76: 187'). 
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p. Formes spéciales dont la nature est caractérisée par des 
équations différentielles algébriques (*). — Le procédé de la 
composition {Ueberschiebung) peut, comme on sait, être rem- 
placé par un procédé de diOerentiation et toute forme invariante 
peut être ramenée à un composé. Au point de vue théorique, il 
est donc clair que si la nature invariante d'une forme ou d'un 
système de formes est déterminée par Tévanouissement d'un inva- 
riant ou par l'évanouissement identique d'un covariant, la forme 
elle-même devra satisfaire à une ou à plusieurs équations différen- 
xielies algébriques; il est vrai que, dans la pratique, cette marche 
se butte contre de grandes difficultés de calcul. 

Mais, réciproquement, de pareilles équations dilTérenti elles 
étant données, il est encore d'autant plus difficile d'en déduire 
les caractères de l'invariance. 

Le problème ci-dessus donne donc lieu à un théorème impor- 
tant permettant d'effectuer ce passage. Cette proposition a été 
démontrée en premier lieu pour les formes binaires par firuno (2), 
puis, dans le cas général, par Hilbert et Perrin. 

Si l'on représente p^t f[x)=Jo "ne forme binaire par rapport 
à la variable non homogène x : 



/o = ao^"-4- r j «lar" 



-1 -i- -L- an, 



et par /i,/^, ..., les dérivées de / par rapport à x multipliées 
par un facteur numérique 

tout covariant de fo pourra être directement déduit de sa source, 
en remplaçant les ai par les fi. il en résulte que toute fonction F 
homogène et isobare des /î sera un covariant de /(x) et devra 
satisfaire à l'équation 

. ÔF .dV , . dF 



(') Voir notre exposé, p. c^'î-qS. 
(-) Voir p. ()3-9'|. 
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C'est en partant de ces considérations, que Hilbert (*) étudie, 
au point de vue de la théorie des invariants, les fonctions sphé- 
riques et celles de la série hjpergéométrique F(a, p, y, x), qui 
sont entières et rationnelles par rapport à x. 



(') Dissertation, Konigsberjç, i885; Math. Ann., XXX, p. iS-sg; 1887. Cf. 
Waelsch, Prag. Math,, Ces., p. 78-99, 1892. 

En ce qui concerne d'autres formes spéciales, nous mentionnons encore les tra- 
vaux (le Battaglim sur les formes les plus simples des domaines binaires, ter- 
naires et quaternaires. Voir les Rend. Ace. Napoli, 1864, i865, 1866; le Batt. G., 
depuis 1870; et les Aap. Bend.^ depuis 1881. 

Dans une série de recherches publiées dans le Journ. de VÉc. Pol. (t. L, LI, 
LV'I ; i883-]886), Poincaré a examiné l'équivalence algébrique et arithmétique 
des formes cubiques ternaires C,. 

Pour ces mêmes formes C,, consulter, entre autres, Gundelfinoer, Math. 
Ann., IV, 561-571; 1873; Annali di Mat. (2), II, p. 223-236; Gordan, Math. Ann., 
III, p. 63i-632; Brioschi, Annali di Mat, (2), VII, p. 52-6o, 189-192; et Tiiabr, 
Math. Ann., XIV, p. 545-556; 1875. — Quant à certains cas particuliers de formes 
ternaires, voir Brill, Gôtt. Nachr. p. 757-762, 1893; Gordan Math. Ann., XLV, 
p. 410-427, 1894; JuNKER, Math. Ann. XLIIl, p. 225-270, 1893, et XLV, p. 1-84, 
i89i 
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